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El concepto de ntimero primo se remonta a la antigiiedad. Los griegos poseian dicho concepto, asi como
una larga lista de teoremas y propiedades relacionados con él. Los cuatro ejemplos siguientes aparecen
en los Elementos de Euclides:

— Todo entero positivo distinto de 1 es un producto de ntimeros primos.

— Teorema fundamental de la Aritmética: “Todo entero positivo puede descomponerse de manera
tnica como un producto de ntimeros primos”.

— Existen infinitos nimeros primos.
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— Podemos obtener una lista de los ntimeros primos por medio del método conocido como la Criba
de Eratdstenes.

11.1 Ntuimeros Primos

Observemos que si a es cualquier nimero entero mayor que 1, entonces

a=a-1,con 1€ Z, es decir, a es un divisor de a.

a=1-a,cona € Z, es decir, 1 es un divisor de a.

luego todo ntimero entero a > 1 tiene, al menos, dos divisores, el 1 y el propio a.

11.1.1 Definicién

Diremos que el nimero entero p > 1 es un numero primo si los unicos divisores positivos que tiene
son 1 y p. Si un nimero entero no es primo, lo llamaremos compuesto.

En el conjunto de los diez primeros nimeros enteros positivos son primos 2, 3, 5 y 7, siendo compuestos
4,6,8,9y 10.

Nota 11.1 Obsérvese que de la definicién de nimero primo se sigue que

p es primo si, y solo si es imposible escribir p=ab cona, b€ Z y1 < a,b<p.

11.1.2 Numeros Primos entre si

Dados dos nimeros enteros a y b, diremos que son primos entre si, cuando el mdzrimo comun divisor
de ambos sea 1.

La definicién anterior admite generalizacion a una familia de ntimeros enteros ai,as,...,a,. Dichos
nimeros seran primos entre si, cuando

m.c.d.(ag,ag,...... Jan) =1

Ejemplo 11.1 Demostrar que cualquiera que sea n € Z, los nimeros 3n+ 11 y 2n+ 7 son primos entre
si.
Solucién
Observemos lo siguiente:
2Bn+ 1)+ (=-3)2n+7)=6n+22—6n—-21=1
luego por el corolario 77, se sigue que

m.cd. (3n+11,2n+7) =1
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Veamos otra forma de probar lo mismo. Si d = m.c.d.(3n + 11,2n + 7), entonces

d|3n + 11
y = d2(3n+11)—-32n+7)
di2n +7
—  d|6n+ 22— 6n—21
= d1
|

Por lo tanto, ambos nimeros son primos entre si.

11.1.3 Proposicion

Todo nimero compuesto posee, al menos, un divisor primo.
Demostracién

Probaremos que
St un numero entero a es compuesto, entonces tiene, al menos, un divisor primo

Lo haremos por contradiccién, es decir supondremos que la proposicién anterior es falsa o lo que es igual
que su negacién es verdadera, o sea,

El numero entero a es compuesto y, sin embargo, no tiene divisores primos.

Entonces, el conjunto
C = {n € Z% :n > 2, compuesto y sin divisores primos}
es no vacio ya que, al menos, a € C.
Pues bien, como C es un subconjunto no vacio de Z*, por el principio de buena ordenacién tendrd un
primer elemento m. Entonces,

m es compuesto
melC = y
m no tiene divisores primos

Imy :my #1, my EFmy mym
— y
m1 NO es primo

= Jmy, compuesto mi|lmy 1 <m; <m.

Ahora bien, si m; no tuviera divisores primos, entonces m; € C siendo m; < m, lo cual es imposible ya
) ) )
que m es el minimo de C|, por lo tanto m, ha de tener, al menos, un divisor primo p. Pero
plma
mi|m
es decir m tiene un divisor primo lo cual es una contradiccién ya que m € C, es decir no tiene divisores
primos.

Consecuentemente, la suposicién hecha es falsa, y, por lo tanto, si un nimero es compuesto, entonces ha
de tener, al menos, un divisor primo.

Euclides demostré en el libro IX de los Elementos que existian infinitos ntimeros primos. La argu-
mentacion que utilizé ha sido considerada desde siempre como un modelo de elegancia matemaética.
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11.1.4 Teorema

Ezisten infinitos niumeros primos.
Demostracién

Supongamos lo contrario, es decir la cantidad de ntimeros primos existente es finita, pongamos, por
ejemplo, que solo hay k nimeros primos,

Entonces,
m#p, i=1,2,...k

es decir es distinto de todos los primos que existen, luego no puede ser primo, de aqui que sea compuesto
y, por el teorema anterior, tendrd, al menos, un divisor primo que tendra que ser uno de los existentes,
o sea, existe p; con j € {1,2,...... ,k} tal que

pj|m

y como
pjlp1-p2--eo Pk
entonces dividira a la diferencia de ambos,
pilm—pi-pa----- Pk

luego,

pjll
de aqui que p; =1 6 p; = —1 y esto es imposible ya que p; es primo.

De la contradiccién a la que hemos llegado, se sigue que la suposicién hecha es falsa y, por tanto, existen
infinitos nimeros primos.

Nota 11.2 Directamente de la demostracién del teorema anterior, puede deducirse que si p1, pa, ... ... s Pn
son los n primeros ntimeros primos, entonces el siguiente, p,+1, ha de ser, a lo sumo, igual al producto
de los anteriores mas 1, es decir,

Pnt1 < (p1op2--ooe pn) +1

En efecto, sea

— Si m es primo, entonces p,, < m y, por tanto,
Pn+1 < m

— Sim no es primo, entonces es compuesto siendo sus factores primos diferentes de los py, po, . .., Pn,
ya que como hemos visto en la demostracién del teorema, ninguno de los p;, 1 < i < n, puede
dividir a m.

Supongamos que m; es el menor factor primo de m, entonces p, < my. En efecto, si p, fuese
mayor o igual que mj, entonces

my <p, = Jje{l,2,...... ,M}imy =p; =>pj|m
lo cual, hemos visto, es imposible, por tanto,
Pn <My
de aqui que

Pny1 <My <m
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Ejemplo 11.2 Demostrar que si p # 5 es un niimero primo impar, entonces p? — 1 6 p® + 1 es divisible
por 10.

Solucién
Por el teorema de existencia y unicidad del cociente y resto, existen ¢ y r, enteros y unicos tales que
p=>5qg+r, con0<r<5s
y como p es primo, 7 no puede ser cero, luego
p=5¢+r, conr=1,2364
Ademis, por hipétesis p es impar. Entonces,
p es impar = p+ 1 es par = 2|p + 1

Antes que nada probaremos que
r es impar <= ¢ es par

En efecto,
r es impar <= r+1 es par
— 2Ir+1
<~ 2p—5g+1
pLA T
— 2lq
<= qespar
Pues bien,

— Si r es impar, entonces q es par. Tomando ¢ = 2¢; con ¢; € ZT, tendremos

p? = 25¢% + 10qr + 12
= p?=100¢% + 20q;7 + 12
q="2q
= p?—1r?2=10(10¢7 + 2q17)
= 10|p? — 2

y habré dos opciones, r =1 6 r = 3. Entonces,

r=1
= 10)p? -1
10|p? — r?
0
r=3 10|10
10l — 2 = 10p>? -9 = 10[p?—9+10 = 10p®>+1
p*—r

— Si r es par, entonces g ha de ser impar. Tomando ¢ = 2¢; + 1 con ¢ entero no negativo.

p? = 25¢% + 10qr + r2
= p? =100¢? + 100q; + 25 + 207 + 107 + 72
q=2q+1
e p2 —r2 25 = 10(10q% +10g1 + 2q17 + 1)

= 10|p? —r?—-25
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y habré dos opciones, r = 2 6 r = 4. Entonces,

r=2 10|30
= 10[p?—-29 = 10)p?—-29+30 = 10]p*>+1
10]p? —r? — 25
6
r=4 1040
= 10|p?—41 = 10]p> —41+40 = 10p*> -1
10[p? —r? — 25

luego en cualquier caso p> — 1 6 p? + 1 es divisible por 10.

Ejemplo 11.3 Demostrar:

(a) El cuadrado de todo nimero entero es de la forma 4k 6 4k + 1.

(b) Si p, es el n—ésimo niimero primo, entonces ningtn entero de la forma P, = (p1 -pa -+ pn) + 1
es un cuadrado.

Solucién

(a) En efecto, por el teorema de existencia y unicidad de cociente y resto (?7?), cualquier nimero entero
n puede escribirse en la forma
n=4q+r, con 0 <r <4

de aqui que
n? =16¢> + 8¢+’ =4(4¢> +2¢) +r* =4k +r*, conk € Z

y ahora pueden ocurrir cuatro casos:

r=0
= n? =14k
n? = 4k + r?
6
r=1
= n?=4k+1
n? =4k +r?
6
r=2
= n?=4k+4 = n?>=4(k+1) = n?=4k;, conk, €7
n? = 4k 4 r?
6
r=3
= n?’=4k+9 = n?=4k+2)+1 = n?=4k;+1, conk €%
n? =4k +r?

luego en cualquier caso n? puede escribirse en la forma 4k 6 4k + 1.

(b) Los p;, para 1 < i < n, son nimeros primos, luego todos, excepto p1, que es 2, son impares de aqui
que el producto ps - p3 - - - p, sea impar. Por el teorema de existencia y unicidad de cociente y resto
se podra escribir en la forma

p2-pP3-- P =4q+17, con 0 <r <4

y como ha de ser impar, r sélo puede ser 1 6 3. Pues bien,
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— Sir =1, entonces

p2p3Pn=4q+1 = pr1-p2-p3-pn+1=2(4g+1)+1
= P,=8¢+3
P, =4(2¢) + 3

— Si r = 3, entonces

= P,=8q¢+7
— P —4(2¢+1)+3

luego en cualquier caso, P, es de la forma 4k + 3, con k entero. Por lo tanto, segiin el apartado
(a), no es un cuadrado.
Ejemplo 11.4 En Z" definimos la siguiente relacién:
aZb <> a y b son primos entre si
Estudiar las propiedades de la relacién.

Solucién

1. Reflexiva. Dado cualquier a € Z*, se verifica que
m.c.d. (a,a) =a
luego Z no es reflexiva.
2. Simétrica. Sean a y b dos nimeros enteros positivos cualesquiera, entonces

aZb <= ay bson primos entre si
<~ m.cd.(ab) =1
<= by a son primos entre si
<= m.cd.(ba)=1
— bZa

luego Z es simétrica.

3. Transitiva. Dados tres enteros positivos cualesquiera a,b y ¢,si a y b son primos entre si y by ¢
también lo son, a y ¢ no tienen porque serlo. En efecto,

4 y 5 son primos entre si.

5 y 8 son primos entre si.

sin embargo,

m.c.d. (4,8) =4

luego 4 y 8 no son primos entre si y & no tiene la propiedad transitiva.

Ejemplo 11.5 Estudiese
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(a) si los ntimeros 2p y 4p + 3 son primos entre si, cualquiera que sea p entero.

(b) idem para los nimeros 2p + 1y 3p + 2.

Solucién

(a) En efecto, sea d = m.c.d.(2p,4p + 3). Entonces,
d|2p = d|(-2)2p = d|—4p
y = d|-4p+4p+3 =d|3 =d=3
dldp+3
luego no son primos entre si.
(b) Sea d =m.c.d.(2p + 1,3p + 2). Entonces,
d2p+1=d|(-3)2p+1) = d|-6p—3
y = d|-6p—3+6p+4 =4d|l
d|3p+2 = d|2(83p+2) = d|6p+4

luego,
m.cd. (2p+1,3p+2)=1

es decir, son primos entre si.

Ejemplo 11.6 Demostrar que todo niimero primo mayor que 3 puede escribirse en la forma

(a) 4q+1 6 4g + 3 para algiin q € Z™T.

(b) 6¢+ 1 6 6q + 5 para algiin q € Z+.

Solucién

Sea p > 3 un ntmero primo.

a) Por el teorema de existencia y unicidad de cociente y resto, existen ¢ y r tales que
Por el t de existenci icidad d ient t ist tal
p=4g9+r:0<r<4

Sir =06 r = 2, entonces p seria divisible por 2 y no seria primo, luego r ha de ser 1 6 3 vy,
consecuentemente,

(b) Al igual que en el apartado (a),
p=6g+r:0<r<6

ysir=06r=204r =4, entonces p seria divisible por 2 y si r = 3 seria divisible por 3, luego r ha
de ser 1 6 5, de aqui que

p=6g+16p==6qg+5
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11.2 Criba de Eratostenes

Una vez conocida la existencia de infinitos nimeros primos, se plantea un nuevo problema cual es la
forma en que dichos nimeros estan distribuidos en el conjunto de los nimeros naturales. Este problema
es complicado y se conocen sélo resultados parciales. Un primer método para resolver esta cuestion fue
establecido en el siglo III a.c. por Eratéstenes'; recibe el nombre de Criba de Eratéstenes en honor a su
autor y es consecuencia del siguiente teorema cuya primera demostracién rigurosa se debe a Fermat.

11.2.1 Teorema

Si un ndmero entero mayor que 1 no tiene divisores primos menores o iguales que su raiz, entonces
€s Primo.

Demostracién
Sea p entero estrictamente mayor que 1. Utilizamos el método de demostracién por la contrarreciproca,
es decir veremos que
st p no es primo, entonces existe, al menos, un divisor primo de p menor o igual que su Taiz.
En efecto, si p no es primo, entonces es compuesto y por la proposicién 11.1.3 tendrd, al menos, un
divisor primo a. Veamos que es menor o igual que la raiz de p. En efecto,
alp=p=aq, conl <a<p, yqeZ:1<q<p.

Ademds, si suponemos que a < ¢, entonces

agq:>a2§aq:>a2<p:>a<\/ﬁ
Asi pues, hemos encontrado un divisor primo de p menor o igual que la raiz de p.

Ejemplo 11.7 Supongamos que queremos saber si el 9 es primo. Entonces, como /9 = 3, los ntimeros
primos menores o iguales que 3 son el 2 y el propio 3. 2 no es divisor de 9, pero 3 si lo es, luego 9 no es
primo.

Obsérvese que al ser las raices de 10, 11, 12, 13, 14 y 15 menores que 4, los nimeros primos menores o
iguales que ellas son, también, 2 y 3, luego el criterio anterior puede emplearse para ver si estos nimeros
son o no primos. En efecto,

El 10 no es primo ya que 2 es divisor de 10.
2 y 3 no son divisores de 11, luego el 11 es primo.

El 12 no es primo ya que es miltiplo de 2.

1 Astrénomo, gedgrafo, mateméatico y filésofo griego (Cirene 284 a.c.-Alejandria 192 a.c.). Vivié durante mucho tiempo
en Atenas, antes de ser llamado a Alejandria (245 a.c.) por Tolomeo III, quien le confié la educacién de sus hijos y luego
la direccién de la biblioteca. Sus aportaciones a los diversos campos de la ciencia fueron muy importantes, pero sobre todo
es conocido como matemdtico, por su célebre criba -que conserva su nombre- para encontrar los nimeros primos, y por
el mesolabio, instrumento de célculo para resolver el problema de la media proporcional. Fue el primero en medir de un
modo exacto la longitud de la circunferencia de la Tierra. Para ello determiné la amplitud del arco meridiano entre Siena
y Alejandria: sabiendo que en el solsticio de verano el sol en Siena se hallaba en la vertical del lugar, ya que los rayos
penetraban en los pozos méas profundos, midié, con la ayuda de la sombra proyectada por un gnomon, el angulo formado, en
Alejandria, por los rayos solares con la vertical. En razén de la propagacién rectilinea de los rayos solares y del paralelismo
existente entre ellos, el dngulo asi medido correspondia al dngulo formado en el centro de la Tierra por el radio terrestre
de Siena y el de Alejandria, obteniendo asi la amplitud del arco interceptado por estas dos ciudades sobre el meridiano.
Luego midié sobre el terreno la dimensién de este arco. Obtuvo para la circunferencia entera, es decir, para el meridiano,
252000 estadios, o sea, casi 40 millones de m. Luego repitié este cédlculo, basdndose en la distancia de Siena a Méroe, que
creyé estaba también sobre el mismo meridiano, y obtuvo un resultado concorde.
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13 no es multiplo de 2 ni de 3 por lo tanto es primo.
El 14 no es primo ya que 2 es divisor de 14.

El 15 no es primo ya que es multiplo de 3.

Por tanto,

— Numeros primos entre 2 y 24. Aquellos que no sean multiplos de 2, ni de 3.

— Numeros primos entre 2 y 48. Aquellos que no sean multiplos de 2, ni de 3, ni de 5.

Numeros primos entre 2 y 120. Aquellos que no sean multiplos de 2, ni de 3, ni de 5, ni de 7.

Asi sucesivamente, podriamos encontrar todos los nimeros primos.

Ejemplo 11.8 Encontrar todos los niimeros primos que hay entre los 100 primeros ntimeros naturales.
Solucién

Dado que la raiz de 100 es 10 y los niimeros primos menores que 10 son 2, 3, 5 y 7, los nimeros buscados
son todos aquellos que no sean miiltiplos de 2, ni de 3, ni de 5, ni de 7.

La Criba de Eratdstenes consiste en eliminar el 1 y todos los multiplos de estos niimeros. Los que quedan
son los nimeros primos entre 1 y 100. En la tabla siguiente dichos nimeros figuran con fondo blanco.

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 20
51 52 53 54 55 56 o7 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 7 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Ejemplo 11.9 Estudiese si el 811 es primo utilizando la Criba de Eratostenes.
Solucién

V811 = 28.5 y los ntimeros primos menores o iguales que 28.5 son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 6 23 y dado
que ninguno de estos nimeros divide a 811, concluimos que dicho ntimero es primo.
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11.3 Teorema Fundamental de la Aritmética

En este apartado veremos que cualquier entero n mayor que 1 es primo o puede escribirse como un
producto de ntimeros primos.

Este resultado, que tiene un equivalente en el libro IX de los FElementos de Euclides, se conoce con el
nombre de Teorema fundamental de la aritmética.

11.3.1 Lema de Euclides

Si un numero entero divide al producto de otros dos y es primo con uno de ellos, entonces divide al
tercero.

Demostracién

En efecto, sean a, b y ¢ tres nimeros enteros, tales que a divida a b - ¢ y sea primo con b. Como
m.c.d. (a,b) = 1, por el corolario ??, existiran dos nimeros enteros p y ¢ tales que

pa+qgb=1

Por otra parte, si a divide a bc, como a divide a a, dividira a cualquier combinacién lineal con coeficientes
enteros de a y bc. En particular,

alpac + qbe
es decir,
al(pa + gb)c
luego,
ale

11.3.2 Corolario

Sea p un numero entero mayor que 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) p es un nidmero primo.
(b) Sip divide a un producto de dos nmimeros enteros, entonces divide a uno de los dos.

Demostracién

(a) = (b). Probaremos que para cualquier par de enteros, a y b,
p es primo = (plab = pla 6 p|b)

o lo que es igual,
p es primo y plab => pla 6 p|b

Lo haremos por contradiccién. En efecto, supongamos que
p es primo y plab y pfa y pfb
Pues bien,

— si p no es divisor de a, como p es primo, el tnico divisor comin de a y de p es 1, luego a y p
son primos entre si, es decir,
plab y m.c.d.(a,p) = 1.

Aplicamos el lema de Euclides y p|b lo cual contradice la suposicién hecha.
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— Si p no divide a b se hace igual.
(b) = (a). Probaremos que para cualquier par de enteros, a y b,
(plab = pla 6 p|b) = p es primo.

Utilizaremos el método de demostraciéon por la contrarreciproca, es decir probaremos que pueden
encontrarse dos enteros a y b tales que

p no es primo = plab y pfa y pfb.

En efecto, si p no es primo, entonces es compuesto luego tendrd, ademas de 1 y p, otro divisor a,
es decir, existe a tal que a|p. Pues bien,

alp=3IE€Z:p=ab
siendo 1 <a<pyl<b<p. Ademss,

— pfa. En efecto, si p|a, entonces

lo cual es imposible.

— pfb. Igual.

Asf pues, hemos encontrado dos enteros a y b tales que plab y pfa y pfb.

11.3.3 Corolario

Si un niumero primo divide al producto de varios nimeros enteros, entonces ha de dividir, al menos,
a uno de ellos.

Demostracién

En efecto, sea p un nimero primo y supongamos que

p |a1 . a2 . aS ...... a/n
entonces,
p |a1 . (a2 . as ...... an)
y aplicando el corolario anterior
plar 6 plaz-az---- an

— Siplay, el corolario estd demostrado, de lo contrario

p |a2 . a3 ------ a"L
luego,
p |a2 . (a3 ...... a/n)
y, nuevamente por el corolario anterior,
p |a2 O p |a3 . a4 ...... an
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— Siplag, el corolario estd demostrado, de lo contrario
luego,

Repitiendo el proceso un nimero finito de veces, encontraremos, al menos, un a;, 1 < i < n, tal que
pla;.

Ejemplo 11.10 Demostrar que si p,qi,qa,...,G- son primos y p|q1 - g2 -+ - g, entonces existe algin
1=1,2,...,r tal que p = ¢;

Solucién

En efecto, por el corolario 11.3.3 p divide a ¢; para algin ¢ entre 1 y 7. Ahora bien, como g; es primo, los
Unicos divisores que tiene son el 1 y el mismo ¢;, y al ser p > 1, tendrd que ser necesariamente p = g;.

Ejemplo 11.11 Demostrar que el nimero v/2 es irracional.
Solucién

Si /2 fuese racional, entonces podria expresarse como un cociente de dos enteros a y b primos entre sf
(fraccién irreducible), es decir,

V2= % :m.c.d. (a,b) =1
Pues bien, elevando al cuadrado ambos miembros de esta igualdad, resulta:
2= o = a? =20 = 2|
- = — a® = aa
b b2
luego por el corolario 11.3.3
2la
y, consecuentemente, existe un entero ¢ tal que
a=2q
entonces,
a =20 = a®=4¢> = 20® = 4¢*> = V¥ = 2¢*> = 2[b® = 2|bb

y, nuevamente por el corolario 11.3.3, se sigue que
2106

Asi pues, 2 es un divisor comin de a y b, lo cual es una contradiccién ya que estos dos nidmeros son
? )
primos entre s, luego la suposicién hecha es falsa y v/2 es irracional.

Ejemplo 11.12 Demostrar que la /5 es un niimero irracional.
Solucién

En efecto, supongamos que no lo fuese, entonces existiran dos niimeros enteros a y b primos entre si tales
que

35:9
f b

elevando al cubo ambos miembros de la igualdad, tendremos

a3

b=y = a’ =50 = 5ld’
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de donde se sigue, al ser 5 un nimero primo, que
5]a
luego existe un numero entero ¢ tal que
a:5q:>a3:53(]3=>5b3:53q3:>b3:52q325’b3
por tanto,
51b
Concluimos, pues, que 5 es un divisor comin de a y de b, lo cual contradice el hecho de que estos dos

nimeros sean primos entre si, luego la suposicién hecha es falsa y ¥/5 es un nimero irracional.

Ejemplo 11.13 Probar que si n no es la k-ésima potencia de ningtiin nimero entero, entonces /n es
irracional cualesquiera que sean n y k enteros positivos.

Solucién

Sean n y k naturales cumpliendo las condiciones del enunciado y supongamos que {/n es un ndmero
racional.

Entonces, podra expresarse como un cociente de dos niimeros enteros primos entre si, es decir, existiran
a y bde Z, tales que
. a
\/’E = 57
elevando a k ambos miembros de esta igualdad, resulta

con m.c.d. (a,b) =1

k a a* k k k
\/ﬁ=g:>n:b—k:>a =n-b :>n’a )
Si
n:p?l.pg2 ...... ptat

es la descomposicién de n en factores primos, ha de existir un 7 entre 1 y ¢ tal que a; no sea multiplo de
k ya que por hipdtesis n no es la k-ésima potencia de un niimero entero.

Pues bien, como n |a®, a* ha de tener todos los factores primos de n con exponentes iguales o mayores
b b b

luego tendremos que

ak

Qg

b;
v p; debe aparecer en la descomposicién en factores primos de a, luego

a=piq

donde ¢ y p; son primos entre si y a; < k- s ya que como vimos anteriormente, «; no es multiplo de k,
por tanto,

k ks k
a’=p;°-q
Asi pues,
nbf =ab = pitopgtee.e pie - oF =pfe - g*
i—1 a;+1 k _ ks—a;  _k
:> p(lll .pSZ ...... p;’lil p?+1 ...... p?t . b — pis @ . q
luego,
(e « a;—1 _a;+1 ot k
Di pll .p22 ...... pi—l pz+1 ...... ptf b
y como p; no divide a p{™* - pg2 .- Py, entonces
k
pi|b
y al ser p; un nimero primo, se sigue que
pi b
y como
pila

tendremos que p; # 1 es un divisor comin de a y b lo cual contradice el hecho de que a y b sean primos
entre s, por tanto la suposicién hecha es falsa y {/n es irracional.
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11.3.4 Teorema Fundamental de la Aritmética

Cualquier nimero entero n mayor que 1 puede escribirse de manera unica, salvo el orden, como un
producto de numeros primos.

Demostracién

Sea a un ntmero entero mayor que 1. Probaremos, primero, que a puede escribirse como un producto de
ndmeros primos y, posteriormente, veremos que esa descomposicion es, salvo en el orden de los factores,
tnica.

x Descomposicion.

— Si a es primo, consideramos el nimero como un producto de un sélo factor y el teorema esta
demostrado.

— Si a no es primo, entonces es compuesto, y la proposicién 11.1.3 asegura que tendrd, al menos,
un divisor primo.

Sea p; el menor divisor primo de a. Entonces existird un entero a; tal que
a=pia1

— Si a; es primo, entonces el teorema estd demostrado.

— Si a1 no es primo, serd compuesto y aplicando de nuevo la proposicién 11.1.3 tendra, al menos,
un divisor primo.

Sea ps el menor divisor primo de a1, entonces existird un entero as tal que
a1 = paag, CON a > Ao
sustituyendo esta igualdad en la anterior, tendremos que
a4 = p1p2a2
Repitiendo el proceso un numero finito de veces, obtendremos
ay >ag > a3 > - > Agp—1

con
a = pP1pP2pP3 - Pk—10k—1

donde aj_1 es primo o es la unidad, entonces tomando ax_1 = px, si es primo o ax_1 = 1, se sigue que

s}

= P1P2pP3 ** * Pk—1

Q O

= P1P2P3 * " Pk—1Pk

v a estd escrito como un producto de factores primos.

s Unicidad. Supongamos lo contrario, es decir a puede descomponerse en producto de factores primos
de dos formas distintas:

a = p1paP3 - - - Pk, siendo los p; primos para 1 <1 < k
y
a = q1G2q3 - - - qr, siendo los g; primos para 1 < j < 7.

Supondremos, también, que el nimero de factores es distinto, o sea, k # r. Tomaremos, sin perder
generalidad por ello, k < r. Pues bien,

a=p1(p2ps - pr) pila
P1lq19293 - qr

p1lg; para algin j entre 1y r. {Corolario 11.3.3}

A

P1 = qj, ya que g; es primo y p; # 1.
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Podemos suponer que j = 1. Si no lo fuese bastaria con cambiar el orden de los factores. Tendremos,
pues, que p1 =q1 y
P1p2p3 - - Pk = P19243 - - - qr
de donde, al ser p; # 0, se sigue que
P2p3 Pk = 4243 - - - qr

Sea ahora
a1 = Pp2ps3 - Pk

y

a; = q2q3 - qr-
Entonces a1 < a, y

a1 = p2(pspa- - pr) P2 |ai
P2 1624394 - - qr

p2 |g; para algin j entre 2 y . {Corolario 11.3.3}

L

P2 = qj, ya que g; es primo y py # 1.

Y, ahora, podemos suponer que j = 2. Bastaria cambiar el orden de los factores si no fuese asi.
Tendriamos que ps = g2 y, por lo tanto,

D2p3 - Pk = P293 - - qr

y, al ser po # 0, tendremos que
P3Pa-- Pk = 4344 - -4r
y llamando
a2 = P3P4 -+ Pk

y

az = qsqa- - qr-
se tiene que as < a1 < a.
Como k < r, si repetimos el proceso k — 1 veces, tendremos que
ak—1 = Pk
y
k-1 = qkqk+1 """ Qqr-
siendo a_1 < ap_o < --- < ag < a1 < a. Entonces,
Q-1 =Dpr = Dglar—1
= Pk |qe+1qk+2 @
= pilg; para algin j entre k y r. {Corolario 11.3.3}
= Pk =¢j, ya que g; es primoy py # 1

y, razonando igual que en los pasos anteriores, podemos suponer que j = k, o sea, px = qx ¥,

Pk =4k " k41" qr
y al ser pi # 0, tendremos
I=qk+1 " Qg2 qr
de donde se sigue que
Qht1 = Q2 =" " =q¢ =1

lo cual es imposible ya que estos niimeros son primos, por tanto, k =7y

a=p1p2 - P3- Pk

siendo, pues, la descomposiciéon unica.
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11.3.5 Corolario

Sea a un nimero entero tal que |a| > 1, entonces a tiene una factorizacidn inica de la formas:

(o3

a = :I:pllpg2 oo pgk
siendo k > 1, los py primos distintos con p1 < ps < - - <pp yo; =1 para 1 <i < k.

Demostracién

— Sia > 1, por el Teorema fundamental de la aritmética, a puede descomponerse en factores pri-
mos. Agrupamos todos los primos iguales a p; en el factor pJ*, hacemos igual con ps, p3, y asi
sucesivamente hasta py, obteniendo asi la descomposiciéon pedida.

— Si a es negativo, entonces —a es positivo con lo cual bastaria aplicar el razonamiento anterior a —a.

Ejemplo 11.14 Descomponer en factores primos el niamero 720.
Solucién

Obtendremos una descomposicién del tipo anterior.

— Empezamos buscando el divisor méas pequeno de 720.

Como
720 = 2 - 360
dicho divisor es, obviamente, el 2.
— Hacemos lo mismo con el 360.
Dado que
360 =2-180
el divisor més pequeno de 360 es 2.
— Repetimos el proceso sucesivamente, y
180 = 2-90
90 = 2-45
45 = 3-15
15 = 3-5
5 = 1-5

Ahora bastaria sustituir cada igualdad en la igualdad anterior, y resultaria
720=2-2-2-2-3-3.-5=2%.32.5
En la préctica suelen disponerse los cédlculos en la forma siguiente:
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720
360
180
90
45

LW W N NN DN

(@31

Ahora sélo habra que contar los nimeros que hay de cada factor, y

720=2%.3%2.5

11.4 Divisores de un Numero

11.4.1 Criterio General de Divisibilidad

Sean a y b dos nimeros enteros tales que |a|,|b| > 1. Se verifica que a es divisible por b si, y sdlo si
a tiene, al menos, todos los factores primos de b con exponentes iguales o mayores.

Demostracién

“Solo si”. En efecto, si a es divisible por b, entonces existird un niimero entero, ¢, tal que
a = bq

por tanto, a tendra, al menos, todos los factores primos de b y sus exponentes serdn mayores o
iguales que los de a dependiendo de que los factores primos de ¢ coincidan o no con los de b.

“Si”. Si a tiene, al menos, todos los factores primos de b con exponentes iguales o mayores, entonces

a
—€Z
bE

luego a es divisible por b.

Nota 11.3 Obsérvese que, segin este criterio, los divisores de un nimero tendran los mismos factores
primos que éste con exponentes iguales o menores.

11.4.2 Obtencidén de todos los Divisores de un Numero

Sea a es un nimero entero tal que |a| > 1 y sea a = p{'ps? ---pp* su descomposicion en factores

primos. Se verifica que b es divisor de a si, y sélo si b es uno de los términos del producto
L+pr+pi+ i) +p2+p3+ - +p5%) - (L4 pe + P+ + D"

Demostracién
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“Sélo si”. En efecto, sea b un divisor de a. Entonces, segin la nota anterior, b serd de la forma
b=piph--ph, con0<i<ay, 0<j<as - 0<s< oy
luego b es uno de los términos del producto
(L+pr+pi+- 7))L+ p2+p3+ -+ p5%) - (L4 i+ PR+ + %)
“5i”. Reciprocamente, cada término del producto
(Itpr+pi+-+p)A+p2a+pi+-+052) - (L+pe+pp + - + 1)

es de la forma: '
pipyppeon0<i<ar, 0<j<as -0

N
Val
N

g

luego, de nuevo por la nota anterior, es un divisor de a.

Ejemplo 11.15 Veamos una forma practica y sencilla de calcular todos los divisores de un ntmero.
Calcularemos los de 720.

Solucién

Segin un ejemplo anterior

720 =2%-3%.5
entonces los divisores de 720 serdn los términos del producto
(1+24+224+22+2(1+3+3)(1+5)=(1+2+4+8+16)(1+3+3%)(1+5)

y una forma préactica de calcularlos todos es la siguiente tabla:

1 2 4 8 16
3 6 12 24 48
x 32 9 18 36 72 144
5 10 20 40 80
5 30 60 120 240
45 90 180 360 720

donde en la primera fila hemos escrito todas las potencias de 2, desde 2° hasta 2*. En las filas siguientes
hemos colocado ordenadamente todos los productos de la fila anterior por cada una de las potencias de
3, desde 3 hasta 32, y asi sucesivamente.

11.4.3 Numero de Divisores de un Nimero Compuesto

Si a un nimero entero tal que |a| > 1 y a = pi"p5? ---pp* es su descomposicion en factores primos,
entonces el nimero de divisores de a es

Ny =(ag+1D)(aa+1)-(ap+1)
Demostracién
En efecto, segtn el teorema anterior los divisores de a son los sumandos del producto
(IT+pr4pi+-+pf) A +pa+ps+-+p52) - (L+pe+pp + -+ %)
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que tienen a suvez a1 +1,as+1,. .., ap+1 factores, respectivamente, luego el niimero total de sumandos
posibles y, por tanto, el nimero de divisores de a es

Ny=(a1+D)(ae+ 1) (ar +1)

Ejemplo 11.16 En un ejemplo anterior,
720=2%-3.5
luego el nimero de divisores de 720 es

Nrgo = (4+1)(2+ 1)(1+ 1) = 30

Ejemplo 11.17 Determinar dos enteros positivos cuyo maximo comun divisor es 18, sabiendo que uno
de ellos tiene 21 divisores y el otro tiene 10.

Solucién
Sean a y b los nimeros que buscamos. Por el corolario 11.3.5, existirdn p1,p2,... Pk Y 41,425 - - s Gm,
primos distintos y a; > 1, 1 <4 < k, B; 2 1, 1 < j < m, enteros, con p; < pp < --- < P ¥y

¢ < q2 <--- < qn tales que
a = p?lng .. p(k):k
y
b= alaf
Supongamos que a es el que tiene 21 divisores y b el que tiene 10. Entonces, por 11.4.3,
N,=21 = (o1 +D(ag+1) - (arx+1)=21
Yy
Ny=10 = (Br+1)B2+1) - (Bn+1)=10

luego,

— los a; + 1, 1 < ¢ < k son divisores de 21 y su producto es 21. Como los divisores de 21 son 1,3,7
y 21, las opciones posibles son 1 y 21, 21 y 1, 3y 7y 7y 3, es decir el producto anterior tiene,
Unicamente, dos factores. Si tenemos en cuenta que los a; no pueden ser cero, las opciones validas

serian
(a1+1)(a2+1):3-7 = a1 =2ya=6

6
(a1 +1)(ae+1)=7-3 = a1 =6yaz=2.

— Razonando de la misma forma con los §; +1 y teniendo en cuenta que los divisores de 10 son 1,2,5
v 10, las opciones validas son

Br+1)(B2+1) =25 = pfi=1yp=4
¢
Gr4+D)Bat+1)=5-2 = pri=4y =1
Por lo tanto tenemos dos opciones posibles para a y b,
a=pip; 6 a=pip3
y
b=qq¢; 6 b=dqig
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Por otra parte, el maximo comun divisor de a y b es 18, luego a y b son divisibles por 18 y por 11.4.1
a y b han de tener, al menos, todos los factores primos de 18 con exponentes iguales o mayores y, dado
que la descomposicién en factores primos de 18 es 2 - 32, tendremos que p1 = q1 = 2, ps = g2 = 3 y, por

tanto
’ a=2236 4§ q=2632

y
b=2-3%

Pues bien, sean D, y Dy son los conjuntos de divisores de a y b, respectivamente:

— Sia=2%23%yb=2-3% entonces
Do ={2*3:0<a<2y0<3<6}

y
Dy={2°3:0<a<1y0<B<4}

de aqui que
m.c.d.(a,b) = max{D, N Dy} =max {23 : 0<a<1y0< <4} =23 £2.3
luego esta opcién no es valida.
— Sia=2%32yb=2-3% entonces
D, ={2"3:10<a<6y0<3<2}

y
Dy={2°37:0<a<1y0< <4}

de aqui que
m.c.d.(a,b) = max{D, N Dy} = max{2a35 0<a<ly0g<pg< 2} =2.32

y, consecuentemente, esta opcion es la solucién.

Asi pues, los niimeros buscados son:

a =232 =576
y
b=2-3*=162

11.4.4 Suma de los Divisores de un Nimero Compuesto

Si a un mimero entero de valor absoluto es mayor que 1 y a = py'ps? - pp*

en factores primos, entonces la suma de todos sus divisores es

es su descomposicion

N T L e
p1—1 p2—1 pr— 1

Demostracién
Segin vimos en 11.4.3, los divisores de a son los sumandos del producto,
(L4pr+pi+- 1)L+ p2+p3+ o+ p5%) - (L po+ i+ +p")
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luego, la suma buscada viene dada por:
5251'52"'Sk
donde,
Si=@+pi+pi+ - +pf), 1<i<k
que es la suma de los términos de una progresién geométrica de razén p;. Entonces,

v Yip.— 1 citl g
pi—1 pi—1

v lo mismo puede hacerse con todos los demés factores.
Ejemplo 11.18 Calcular la suma de todos los divisores de 720.
Solucién

Como 720 = 24 - 32 . 5, la suma de todos sus divisores sera:

24+1 -1 32+1 -1 51+1 -1

51 - 1 =31-13-6 = 2418

Ejemplo 11.19 Hallar un niimero entero a que no tiene mas factores primos que 2,5 y 7, sabiendo
que ba tiene 8 divisores mas que a y que 8a tiene 18 divisores mas que a. Calcular también la suma de
todos los divisores de a.

Solucién

Sean ag, o y a3 las veces que se repiten, respectivamente, los factores primos 2,5 y 7 en la factorizacién
de a. Tendremos que

a = 20152793

luego,
ba = 22152 Flras

8a = 200 +350270%

y de aqui se sigue que el nimero de divisores de a, Ha y 8a es, respectivamente,

Nu = (Oq —|- 1)(0{2 + 1)(0{3 —|— 1)
N5a = (O[l + 1)(0[2 + 2)(0&3 —+ ].)
Ng, = (Oq + 4)(0(2 + 1)(0[3 + 1)
y por los datos del enunciado,
N5a = Na +8
Ng, = N,+18
es decir,
(a1 +1)(C¥2 +2)(0&3+ 1) = (a1 +1)(C¥2+1)(C¥3+1) +8
(a1 +4)(as+ 1) (az+1) = (a1 +1)(ag+1)(az+1)+18.
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Entonces,
(a1+1)(a3+1)(a2+2—a2—1) = 8 Oé1+ Otg-f—l) = &8
=
(a2+1)(a3+1)(a1+4—a1—1) = 18 042—|-1 043—|—1) = 6
— (6751 + ]. o 4
ax+1 3
ar+1 = 4
=
a9 + 1 = 3
o = 3
=
Qg = 2
y sustituyendo, a3 = 1. Consecuentemente, el nimero pedido es:
a=2°57T=8-25-7=1400
Veamos ahora la suma de todos sus divisores. Por 11.4.4,
23+1 -1 52+1 -1 71+1 -1
= = 3720

2-1  5-1  7-1

Ejemplo 11.20 Un nimero entero positivo tiene 2 factores primos y 8 divisores. La suma de los
divisores es 320. Hallar el niimero.

Solucién

Sea a el ntmero buscado, sean p; y ps sus factores primos y a1, as el nimero de veces que se repiten.
Entonces,

a = p?IPSQ

y

(Oél + 1)(052 + 1) =8

De la segunda ecuacién se sigue que a3 + 1y as + 1 son dos divisores de 8 tales que su producto es 8.
Como los divisores de 8 son 1, 2, 4 y 8, las posibles parejas son 1y 8,2y 4,4y 2y 8y 1. Teniendo en
cuenta que a1 # 0y as # 0, podemos eliminar la primera y la ultima. Las posibles opciones son, por
tanto,

(1 +D(ag+1) = 2-4 ar=1y ay=3
0 = 0
(a1+1)(a2+1) = 4-2 ar=3 y ax=1

% a1 =1y as =3. En este caso, a = p1p3 y al ser 320 la suma de sus divisores, tendrfamos
(1+p1)(1+ p2 +p3 +pj) =320

luego 1+ p1 y 1+ pa + p3 + p3 son divisores de 320 cuyo producto es 320. Como los divisores de 320
son

1 2 4 8 16 32 64
x5 5 10 20 40 80 160 320

las opciones posibles, emparejandolos para que su producto sea 320, serian
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1+p1 1 2 4 8 16 32 64

I+pa+p3+p3 320 160 80 40 20 10 5

Ahora bien,
presprimo=—=p; 22=14+p; >3

luego las dos primeras columnas no pueden ser solucién del problema. También,
P2 es primo == py = 2 == 1+po +p3 +p3 =15
y, por tanto, las dos tltimas columnas tampoco son validas. Por otra parte
pr+1=16 = p; =15
lo cual es imposible ya que p; es primo, luego podemos eliminar, también, la quinta columna. Ademas,
1+ po+p3+p3 =80 = pa(1+p2+p3) =79

luego po seria un divisor de 79 que es primo. Asi pues, también podemos prescindir de la tercera
columna y, consecuentemente, nos quedaria como 1inica opcién posible

14+p; =8
y
1+ pa +p3 +p3 =40
es decir, p; = 7y ps = 3y, en tal caso, la solucién seria
a=7-3%=189
% a1 =3y as = 1. En este caso, a = pips y al ser 320 la suma de sus divisores, tendriamos
(1+p1+pE+ 931+ p2) = 320

luego 1+p; y 1+ pa+p3+p3 son divisores de 320 cuyo producto es 320. Procediendo de forma andloga
al caso anterior:

l+ps 1 2 4 8 16 32 64
l+p+p2+p> 320 160 80 40 20 10 5

y, consecuentemente, p1 = 3 y po = 7 ¥, en tal caso, la solucién seria

a=23>-7=189

Ejemplo 11.21 Un numero tiene 24 divisores, su mitad 18 divisores y su triple 28 divisores. Hallar el
ntimero y sus divisores.

Solucién
Sea a el numero buscado y supongamos que su descomposicion en factores primos es

— 1,02, (3 (823
a =Py P2"P3" Py -

Como su mitad tiene 18 divisores, a ha de ser divisible por 2, luego uno de los factores primos, pongamos
p1, ha de ser 2, es decir,

(o7 (o3 (e%
a = 2a1p22p33 ...pkk

<

a;—1, _as o a
— oM P22p33"'pkk~

e
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Entonces,
N, =24 = (al+1)(a2+1)(a3+1)-~-(ak+1):24
y
Na/2:18 — (061*1+1)(0[2+1)(O&3+1)"'(Oék+1):18~

Dividiendo miembro a miembro,

0[1+1 24 Ckl-l-]. 4
= - = =-=a; =3.
a1 18 a1 3

Asi pues,
__ 93, az « g
&_2p22p33...pk

y si ninguno de los restantes factores primos es 3, entonces,
a=2°p3?ps® - -ppt -3
luego,
N3g=28=— 3+ D(aa+ 1) (e +1)(1+1)=28=2(aa+ 1)~ (. + 1)1+ 1) =7

y esto es imposible ya que 7 es primo. Por lo tanto uno de los factores primos de la descomposicién de
a, digamos po, ha de ser 3. Entonces,

a = 2%3%2pgs ... pO*

3q = 23302+ 1pas .. pie
luego,
N3 =28= 3+ 1)(a2 +2)(as+ 1) - (s +1) =28= (a2 + 2)(az+ 1)+ (. +1) =7
y como 7 es primo, el producto anterior tiene un sélo factor resultando, en consecuencia,
ay+2=T7T=ay =5

es decir el nimero pedido es
a=2%-3"=8243 = 1944.

Veamos cuales son los divisores de este nimero.

1 2 4 8
x 3 3 6 12 24
x 32 9 18 36 72
x 33 271 54 108 216
x 34 81 162 324 648
x 35 243 486 972 1944

Los divisores de 1944 son todos los nimeros que aparecen en la tabla.
11.5 Método para el Calculo del Maximo Comun Divisor y el

Minimo Comun Miultiplo

En este apartado estableceremos un método alternativo al algoritmo de Euclides para el calculo del
méximo comun divisor de dos nimeros. Estd basado en el Teorema fundamental de la aritmética.
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11.5.1 Lema

Dados dos nimeros enteros a y b, pueden encontrarse k nimeros primos p1,ps, - - -, Pk Yy enteros a; = 0
y B 20, 1< i<k tales que
a=+pps? .- ppt
)
b= :tp?lpgz oo pgk
siendo p1 < py < -+ < pg.
Demostracién

La descomposicion de a y b se sigue directamente del corolario 11.3.5.

Si hay algin factor primo de a que no lo sea de b se introduce en la factorizacién de éste con exponente
cero y analogamente se hace con los factores de b que no lo sean de a.

Ejemplo 11.22 Descomponer a = 270 y b = 368 en factores primos segun el lema anterior.

Solucién

270
135

45 = 270=2-3%.5

Tt W W W N

ot

368
184
92
46
23 23

= 368 =2%.23

DN DN NN

Ahora bastaria escribir,
270 =2%.3%2.5.230
368 =24.39.50.23

para tener los niimeros en la forma descrita en el lema.

11.5.2 Teorema

Sean a y b dos enteros positivos. d es el mdzrimo comun divisor de a y b si, y sélo si d es igual al
producto de los factores primos de ambos elevados a los menores exponentes con que aparezcan en la
descomposicion.

Demostracién

Por el lema anterior, pueden encontrarse nimeros primos p; y enteros a; > 0, 6; > 0, 1 <4 < k tales
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que
Qg

a = p?lpg‘z Dy
” 81,5 B
b — p11p22 . .pkk

“Sélo si”. En efecto, supongamos que d es el maximo comun de a y b. Entonces, d tendrd que ser un

divisor de a y b luego por el criterio general de divisibilidad (11.4.1) tendrd todos los factores primos
de a y de b con exponentes iguales o menores, es decir, serd de la forma:

siendo v; < a; ¥ V5 < 0, para 1 <@ < k, es decir,
v <min{oy, i}, 1<i<k
y como d ha de ser el maximo de los divisores comunes de a y de b,

“Si”. Supongamos ahora que
d — piylp’2Y2 .. .pzk
con v; = min{ay, 5;}, 1 < i < k. Entonces,
1. dla y d|b. En efecto, bastaria observar que a y b tienen todos los factores primos de d con
exponentes iguales o mayores y aplicar el criterio general de divisibilidad (11.4.1).

2. d es el maximo. En efecto, si ¢ es otro divisor de a y b, entonces por 11.4.1, tendra todos los
factores primos de a y b con exponentes iguales o menores, es decir ¢ tendra la forma:

_ 01,02 Ok
C=DP1 P2 Py

con d; < a;y 6; < B, 1 <1<k, luego §; < min{ay, 5;}, o sea §; < ;. Por lo tanto, c|d vy,
consecuentemente, d es el maximo.

11.5.3 Teorema

Sean a y b dos enteros positivos. m es el minimo comun multiplo de a y b si, y solo si m es igual al
producto de los factores primos de ambos elevados a los mayores exponentes con que aparezcan en la
descomposicion.

Demostracién

De acuerdo con el lema 11.5.1, podremos encontrar nimeros primos p; y enteros a; > 0, ; > 0,1 <i < k
tales que

a = p?lpgz .. pz‘k

y

b= p?lpgz . .pfk

“Sélo si”. En efecto, si m es el minimo comun multiplo de a y b, entonces serd multiplo de a y multiplo
de b luego por el criterio general de divisibilidad (11.4.1) tendrd todos los factores primos de a y
de b con exponentes iguales o mayores, es decir, serd de la forma:

— V1,72 Yk
m=py PPy
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siendo v; = «a; v v; = 0; para 1 <1 < k, o sea,
v < max{a;, i}, 1<i<k
y como m ha de ser el minimo de los multiplos comunes de a y de b,

v =max{ay, i}, 1<i<k

“Si”. Reciprocamente, sea
— 172 Tk
m f— pl p2 PRI pk

con v; = max {ay, 5;}, 1 < i< k. Entonces,
1. alm y bjm. En efecto, bastaria observar que a y b tienen todos los factores primos de m con
exponentes iguales o menores y aplicar el criterio general de divisibilidad (11.4.1).

2. m es el minimo. En efecto, si ¢ es otro multiplo de a y b, entonces por 11.4.1, tendra todos
los factores primos de a y b con exponentes iguales o mayores, es decir ¢ tendra la forma:

61,0 )
C:p11p22 pkk

con 0; = a; y 0; = B, 1 < i <k, luego §; > max{«;, [}, o sea §; > ;. Por lo tanto, m|c y,
consecuentemente, m es el minimo.

Ejemplo 11.23 Calcular el maximo comun divisor de 2340 y 8248.
Solucién

Descomponemos ambos ntimeros en factores primos

8428
4214
2107
301
43 43

1

= 8428 =22.7%.43

N NN

2340
1170
585
195
65
13 1

= 2340=22-32.5-13

W Tt W W NN

o lo que es igual
2340 =22-.32.5-7°.13-43°

8428 =22.3%.50.72.130.43

y por el teorema anterior,

m.c.d. (8428,2340) = 2% .3%.5%.70.13%.43° =4
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