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Prologo

Una de las grandes fortalezas de |as matematicas es el heGhonc:nis:r:tgng
de los cainpos mas fértiles para desarroliar 12 capacidad de r;aZ(t) baico éo-
través de ia adquisicicn de diferentes habilidades del pensam'ene: dgtec'cién
mo son: argumentacion de ideas, busqueda de pautas y pathf},n' andlisis y
de anaiogias, capacidad de abstraccisn, reflexin, generaﬁza?(c;eéarrollo b
comparacion, entre olras; impactando de manera positiva en €' 9 =
mano de los estudiantes. miento antes

Para fomentar, desarrollar y evalyar las habilidades del Pe”sa:,ve nes estu-
mencionadas, se han creado concursos de matematicas pard ’; eiemolo en
diantes, que tienen gran tradicion en varios paises def mundo: p| eJn HSn Ha
Franicia los concursos generales se realizan desde el siglo XV ¥ 9
las competencias E¢tvos desde 1804 a cabo es la

En la actualidad el concurso mag importante que se Hlev@ ver en 1959
Olimpiada Internacional de Matematicas, efectuada por prim?raPolonia Che.
en Rumania, con la participacion de Hungria, ia URSS, Bulgarid: ntonce’s este
coslovaquia y la Republica Democratica Alemana. A partir d€ zrer*ientes ol
concurso se ha celebrado anualmente, participando en los a° b';ﬁVO'

rededor de cien paises de todos los continentes, teniendo com® CPIEHVO:

i i : i atematico en
= Descubrir, estimufar y desafiar a los jovenes con talent® ™
todos los paises.

i i . los matemati-
= Fomentar las relaciones internacionales amistosas entf€
cos de todos los paises.

i . . . jon sobre planes
= Crear una oportunidad para e| intercambio de informacio P
de estudio y practicas escolares en todo el mundo.

= Promover las matematicas en general.

Con respecto a nuestro pais en | afio 1987 la Sociedad Matgﬁrzzt;c(aol\&i:;
cana organizo por primera vez ia Olimpiada Mexicana de Matemcional o co:
que ademas de compartir 0s objetivos de la Olimpiada intern?@
mo fines propios:

aticas, para esti-
= Detectar alumnos que tengan habilidades en las matemati®as. P
mularlas y potenciarlas.




= Ayudar a los jovenes a fortaiecer su intelecto, imaginacion y creatividad.

Fomentar el estudio de las matematicas.

Establecer un ambito de encuentro para docentes, donde sea posible
intercambiar experiencias sobre la ensefanza de esta discinlina.

Promover el mejoramiento de fa ensefianza de las matematicas propor-
cionando a maestros y alumnos nuevos incentivos Yy perspectivas.

Fomentar publicaciones formatvas en el &mbito de las matematicas des-
tinadas a los alumnos del bachillerato.

Es importante resaltar que la OMM fomenta y estimula el -estudio de las
matematicas como una disciplina del pensamiento que desarrolla Ia inteligen-
cia del estudiante mediante métodos de razonamiento estructurado, deductivo
y creativo.

Desde el afio 1987 se ha realizado anualmente 1a OMM en nuestro pais
teniendo como sede diversos estados de ia Reptblica Mexicana. Ei programa{
Basico de la olimpiada se desarroila en cuatro etapas:

1. Concurso Estatales. Los estados organizan de manera independiente
el concurso de climpiada y seleccionan a sus representantes.

2. Concurso Nacional. Cada unode los estados asiste con sus seis repre-
sentantes para participar en la elapa nacionat.

(%)

. Entrenamiento y seleccién de las delegaciones que representan a
México en Olimpiadas internacionales. Los dieciséis mejores concur-
santes son entrenados por ef Comité Nacional de la Olimpiada por un pe-
riodo aproximado de seis mesescon la finalidad de seleccionar a los me-
jores que representaran a México en la etapa internacional, entre otros
COncursos.

4. Participacién en olimpiadas internacionales.

Cabe destacar que el primer concurso nacional se efectué en la ciudad de
Xalapa durante la celebracion del XX Congreso de la Sociedad Mexicana de
Matematicas en el mes de noviembre de 1987.

En relacion al estado de Veracruz, la Facultad de Matematicas ha sido
desde un inicio la responsable de organizar la etapa estatal a través de un
Comité de Olimpiada en donde pariidpan cada uno de los subsistemas de
educacién media.

Previo a la fase estatal cada subsistema establece sus propios criterios de
seleccion para conformar a la delegacion que los representara en la fase esta-
tal. Esta ultima se lleva a cabo en la Facultad de Matematicas de la Universidad
Veracruzana el primer sabado de junia. Una vez realizada dicha fase se pre-
mia a los 6 primeros, 6 segundos y 6 terceros lugares, quienes conformaran
la preseleccién del Estado de Veracruz.

A los estudiantes preseleccionados se les brinda una serie de entrena-
mientos, impartidos por profesores y alumnos de la Facultad de Matematicas,

3

con la finalidad de capacitarlos en los siguientes temas: dlgebra, geometria,
combinatoria y teoria de ndmeros, haciendo hincapié en la resolucion de pro-
blemas tipo olimpiada.

Los entrenamientos se calendarizan los viernes y sabados cada quince
dias, pudiendose incluir estancias de hasta una semanra en la ciudad de Xala-
pa; dichos entrenamientos se realizan en fechas previas al Concurso Nacional.
Se evalia el desempefio de cada uno de los estudiantes preseleccionados y
en septiembre se aplica un examen selectivo para elegir a los seis alumnos

que conformaran a la delegacién que representara a! Estado de Veracruz en

13 etapa Nacioral.

Basta con simplemente buscar en Internet Olimpiadas de Matemaéticas pa-
ra darse cuenia de que existe una gran diversidad de material que sirve como
apoyo para preparar y entrenar a jovenes estudiantes que desean participar en
concursos de matematicas; en este rubro el Comité Nacional de la Olimpiada
Mexicana de Matematicas ha hecho ur gran labor publicando libros, folletos y
actualmente editando de manera periddica la revista Tzaloa. Esta misma labor
se observa en comités de otros paises e incluso en comités estatales. £n el
Estado de Veracruz, aunque cada afio se entrena arduamente a la Delegacion
Veracruz que representard al Estado en la Etapa Nacional de ta OMM, no
se cuenta con material generado por el Comité Estatal. Como respuesta a lo
anterior, hemos decidié etaborar un libro que sirva de apeyo para preparar a
niuestros estudiantes.

Este libro se presenta en forma de probiemaric y esta, constituido de la
siguiente manera: en el Capitulo 1 se enuncian los problemas de algunos
examenes aplicados en el Estado de Veracruz durante e! anc 2012; entre ellos
estan un examen de la Etapa Zona y el examen de la Etapa Estatal intermo-
dalidades de la 172 Olimpiada Veracruzana de Matematicas para Alumnos
de Educacion Secundaria (OVMAES); se incluyen también los problemas del
Concurso Estatal de la 262 OMM y finalmente el examen Selective que se uti-
lizé para conformar la Delegacion Veracruz. El Capitulo 2 consta de una lista
de problemas que se utilizaron en los entrenamientos de la Delegacion Vera-
cruz en el aito 2012. En el Capitulo 3 se presentan los problemas del Concurso
Nacional de la 262 OMM, el cual se desarrolla en dos dias. Los Capitulos 4, 5
y 6 constan de las soluciones a los problemas planteados en los Capitulos 1,
2 y 3, respectivamente. Finalmente, el Capitulo 7 trata de algunos conceptos
basicos de geometria, teoria de nimeros y combinatoria con la finalidad de
que se tengan los conocimientos minimos para entender el material del libro.

Comité Estatal de la OMM Veracruz.
Xalapa-Enriquez, Ver.




Capitulo 1

Examenes de Concursos de
Olimpiadas de Matematicas
Realizados en Veracruz 2012

1.1. 17a OVMAES Etapa Zona

Este examen se utilizo en un concurso de la Segunda Etapa: de Zona, de
fa 17a Olimpiada Veracruzana de Matematicas para Alumnos de Educacion
Secundaria.

Problema A Determina de cuantas formas se puede partir el conjunto {1,2,3,4,5,
6, 7} en dos subconjuntos, de forma que la suma de los elementos
en cada uno de ellos sea la misma.

Problema B Decimos que un nimero de tres cifras es “siamés” si el nimero for-
mado por los dos primeros digitos es un cuadrado perfecto y tam-
bién lo es el numero formado por las dos ultimas cifras. Encuentra
todos los nameros “siameses”.

Problema C En la figura, ABCD es un cuadrado en donde M es el punto medio
de AD y MN es perpendicular a AC. Si el area del cuadrado es
120em?, ¢cudl es el &rea del tridngulo sombreado?

D C
M

N
A B
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6 CAPITULO 1. EXAMENES VERACRUZ

Problema D En una mesa estan colocados dos montones de monedas, el de la
izquierda con 7 y el de la derecha con 10. Para recogerlas, Claudia
sigue siempre una de las siguientes reglas:

o Tomar 3 monedas de la izquierda.
o Tomar 2 monedas de la derecha.
o Tomar 1 moneda de cada montén.

¢Cual es la menor cantidad de movimientos que Claudia debe rea-
lizar para recoger todas las monedas de la mesa?

1.2.  17a OVMAES Etapa Estatal Intermodalidades

Este examen se utilizd en fa Quinta Etapa: Estatal intermodalidades de
la 17a Glimpiada Veracruzana de Matemdticas para Alumnos de Educacion
Secundaria. El concurso se realizd en la Escuela Secundaria Técnica Numero
3, en ia Ciudad de Xalapa, Ver., el dia 25 de mayo de 2012.

Problema E ; Cuantos nimeros impares hay entre 0 y 2012 que no son divisibles
entre 57

Problema F Magda tiene en su monedero monedas de 5y 10 pesos. Ella tiene
166 monedas y se da cuenta que si cambiara cada moneda de 5 pe-
SOs per tna de 10, y cada moneda de 10 pescs por una moneda de
5, ganaria 70 pesos. ¢ Cuanto dinero tiene Magda en su monedero?

Problema G Cinco tarjetas con letras A, B, C, Dy E se ponen sobre la mesa en
ese orden, de izquierda a derecha. En ¢l primer movimiento 1a carta
que esta mas a la izquierda se coloca en el centro, reacomodando
el resto como se muestraen la figura. En el segundo movimiento la
carta de la orilla derecha se coloca en el centro, en el siguiente se
pasa la de la orilla izquierda al centro, y asi sucesivamente. ; Cual
es la posicién de las tarjetas en el paso 20127

6] [
B [
E ol
- B 5 B o

Problema H Sean ABCD un rectangulo y F un punto en AD tal que AF mide
una cuarta parte de AD. Sea E un punto en AB tal que EF es

1.3. 26A OMM ESTADO DE VERACRUZ 7

paralelo a la diagonal BD y sea G la interseccion de BD con CF
como en la figura. Si BE = 3, el area del friangulo BCG es igual a
24 y el area del triangulo DFG es igual a 6, encuentra el area del

rectangulo ABCD.
A F D
E
B c

Problema | Los nimeros telefonicos de cierta ciudad constan de 10 digitos em-
pezando con el nimero 5: :

5abcdefghi

2

decimos que un nimero es “facil de memorizar” si la sucesion'd‘e
los cuatro digitos abed se repite dentro de la sucesion de los _ulu-
mos cinco digitos e fghi. ¢ CGantos ndmeros “faciles de memorizar”

existen?

1.3. 26a OMM Estado de Veracruz

impiada Mexicana de Ma-
E! Concurso Estatal de Veracruz de la 255{:1 Olimpia Mexic
tematicas se realizo en la Facultad de Matematl_ca§ de la Universidad Veracru-
zana, en la Ciudad de Xalapa, Ver., el dia 2 de junio de 2012.

Problema J En cada vértice de la grafica se encuentra un es.tudian.te. Se distri-
buyen 3360 monedas entre los estudiantes. Al mismo tuerr?po todo§
los estudiantes pasan todas sus monedas a sus .rete,pectlvos veci-
nos en cantidades iguales. Después de este movnm:entg ?o'dos los
estudiantes obtienen el mismo nimero de monedas que mnqalmen—
te tenian. Encuentra el nimero de monedas que el estudiante del

centro de la grafica tenfa originalmente. :
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CAPITULO 1. i

EXAMENES VERACRUZ 1.4. 26A OMM SELECTIVO ESTADO DE VERACRUZ
- todos los cuadritos de 1 x 1 que estan en una de las dos diagonales
de dicha subcuadricula. Ademas se tiene la restriccion de que nosé
puede escoger una subcuadricula que contenga cuadritos pintados
previamente (ver el ejemplo que se ilustra abajo en 1a figura). Pierde
el jugador que ya no puede realizar una tirada. Si A es el primero
en tirar, ;quién de Ao B puede asegurar que ganara si juega de

manera 6ptima?, {como debe proceder para asegurar su triunfo?

Prol i
blema K Determina todas las maneras posibles en que se puede escrib
. scribi
2012 como suma de nimeros enteros positivos consecutivos o

P .
roblema L Tenemos dos bolsas con canicas, una con P canicas y la ot
i . , ra
Q canicas. Podemos cambiar el nimero de canicas de las b lcon jugada de 4, m =2 jugadade B, m =5
utilizando alguna de las siguientes dos reglas: olsas ' '

(a) Quitar de ambas bolsas la misma cantidad de canicas
(b) Duplicar la cantidad de canicas en una de las boisas .

¢Para qué parejas Py Q es posible terminar con ambas bolsas

vacias?
Si se cambia la regla (b)por itir tripli
e permitir triplicar Ia canti i o
de una bolsa, como cambia el resulta30’7 cantdad de canicas |
Problema M N ; iden bi
y ltjrz\;ep?g;iogaa; ;a:eacioz‘:rb tres glden bistec, tres piden pescado jugada de A, m =3
. Cuando el mesero trae sus pla

recuerda fa orden de cada quien, asi que les Sirve Iosppl;(t)g's nc: Problema P Sean AABC un triangulo equildtero y D cualquier punto en la pro-

a longacion del lado BC (con C entre By D). Sean P 1a interseccion
BC y X la interseccion del

de la bisectriz del angulo £BAD con

azar. ¢ De cuantas formas diferentes pudo haber servido el meser
0
circuncirculo del tridgngulo AAPC con

los platos, si slo una delas personas obtuvo el tipo de carne que

AD. Prueba que AX = AC.

pidi6?
Problema N Sean ABCD un rectan
gulo, E cualquier punto en AB
P F i
Suto en AD. DoMESGLe ol ron ol entin y cualgu:er Problema Q Encuentra todos los enteros positivos a, by p, con p nimero primo,
; ' gulo ABCD es igual
a la suma de dos veces ¢ érea de ACFE mas BE - DF o que salisecon 2 fuelcas
B -p)=d®+¥ -1

1.4. 26a OMM Selectivo Estado de Veracruz

Problema R Sea P un poligono regular de 20 lados. Determina cuantos triangu-

El Examen Selectivo de la 26a Olimpiada Mexicana '
. de Matemati
5:::2;:(2’8 Veracruz se realiz6 en la Facultad de Matematicas det?;n Sg?va:rs?;az' los T con Y{ertices en los vértices de P cumplen que ningun lado de
eracruzana, en la Ciudad de Xalapa, Ver, el dia 8 de septiembre de 2 T es también lado de 7.
utilizé para seleccionar a los estudiantes que conformaron la Del y 9'12' Se
representd al Estado de Veracruz en el Concurso Nacional de lae;g: g:;‘w? e

Problema O Dos jugadon_as AyB jt.legan alternadamente en una cuadricula d
n x n. Una tirada consiste en escoger un entero 2 < m < n yaunae

subcuadricula de m x m contenida en la cuadricula inicial, y pintar .




Capitulo 2

Problemas de Entrenamiento

Problema 01 (Problema A del Examen Estatal de la 16a OMM Veracruz de 2002)
Los puntos 4, B, C, D, E, Fy G son los vértices de un heptagono
regular {en el sentido de las manecillas del reloj). FE y BC se
prolongan hasta cortarse en un punto P. ;Cuanto vale el angulo

, ACPE?
Problema 02 (Problema B del Examen Estatal de la 11a OMM Veracruz de 1997)

En la siguiente operacién se han quitado todos los signos {dejando
los simbolos A )y el resultado de la misma (indicado por la letra R).

0A1A2A3NAASNA6ATAS = R

Sabiendo que cada A representa un signo de + o de —, ;cudles
son los posibles valores distintos de R?

Problema 03 Calcula el producto de todos los enteros positivos menares que 100,
y que tengan exactamente tres divisores positivos. Comprueba que
dicho nimero es un cuadrado perfecto.

Problema 04 (Problema D del Examen Estatal de la 17a OMM Veracruz de 2003)
En un juego de computadora se empieza con un tablero de 3 x 2
coloreado de blanco y negro, como s€ indica en el Tablero A. En
cada jugada se eligen dos cuadritos que comparten un lado y sé
les cambia el color de acuerdo a las siguientes reglas:

o Negro cambia a Rojo.
o Rojo cambia a Blanco.
o Blanco cambia a Negro.

Con base en lo anterior:

(a) Describe una forma de convertir el Tablero A en el Tablero B,
en 6 jugadas.

(b) Demuestra que no €s posible convertir el tablero A en el B en
menos de 6 jugadas. :

11




12 CAPITULO 2. PROBLEMAS DE EN TRENAMIENTO

Tablero 4

Tablero B

Problema 05 (Problema A del Examen Estatal de la 12a OMM Veracruz de 1998)
Tenemos un rectangulo ABCD CONAB =CD =9, BC=DA=1}
Y a < b. Sea M el punto medio de AC y sean Py @ los puntos
medios de AM y MC, respectivamente. Supongamos que Ia linea
BPcortaa ADen Ry BQ cortaa CD en S.

(a) Demuestra que RS es paralela a AC.
(b) Sia=3yb=4,; cuinto mide RS?

Problema 06 Demuestra que en cualquier particion del conjunto {1,2,...,9} en
tres subconjuntos, hay uno de ellos que cumple que el producto de
sus ndimeros es mayor que 71.

Problema 07 (Problema A del Examen Estatal de la 11a OMM Veracruz de 1997)
Tenemos un tridngulo rectangulo AABC. Sobre la hipotenusa BC
S€ marcan puntos D'y E tales que BD = BA Yy EC = AC. Después
se marca un punto F en el lado AB de tal forma que BF = BEy
analogamente un punto Gen el fado AC de manera que GC = DC.
Demuestra que los puntos 4, D, E, F y G estan sobre una misma
circunferencia.

Problema 08 (Problema B del Examen Estatal de la 16a OMM Veracruz de 2002)

El ndmero 2002 es un nimero capicta porque se lee igual de iz-
quierda a derecha que de derecha a izquierda. ¢ Cuanto vale la su-
ma de todos los niimeros capictias de cuatro digitos?

Problema 09 (Problema B del Examen Estatal de la 17a OMM Veracruz de 2003)

En la siguiente figura el triangulo AABC es equilatero, tiene lado
2 y la semicircunferencia tiene didmetro BC. ¢Cuanto vale el area
sombreada?

Problema 10 Calcular Ia suma

1 1 1 1

13733 “* 589 1001

13

Problema 11 (Problema B del Examen Estatal de la 19a OMM.Ve.racruz de ?005)
¢ Cuantos caminos hay del punto A fa! punto B siguiendo las lineas
de la figura, si las direcciones pem.u'tldas son =,/ N\u v, N\ (is
decir, cualquier sentido estd permitido salvo <) y no se permite

pasar dos veces por el mismo punto?

Problema 12 (Problema C del Examen Estatal de la 18a OMM Veracruz de 20?4)
La figura ABCD es un paralelogramo, £ es una recta que cort: ?s
lados AD y CD del paralelogramo; E, F, Gy H son guntos e ?
recta ¢ tales que AE, BF, DGy CH son tgdos pgrpendl',culares al,
ademas AE =4, GD = 7y CH = 5. { Cuanto mide BF?

" 14

A B

Problema 13 (Problema B del Examen Estatal de la 18a (?MM Veracruz c'le 200r.4)
La suma de 5 enteros positivos es 100. ¢ Cudl es la mayor diferencia
que pueden tener los dos méas cercanos?

Problema 14 (Problema A del Examen Estatal de la 24a OMM Ve.racruz dfa 201'0)
En la figura hay 9 regiones dentro de los circulos. S|_§e escriben los
nGmeros del 1 al 9, exactamente uno en cada reglor?, dg manera
que la suma de los ntimeros en cada circulo sea 11, ;que nimero

va en el lugar del signo de interrogacion?




14 CAPITULO 2. PROBLEMAS DE ENTRENAMIENTO

Problema 15 Sj Ay = Ly XY = 4, los triangulos AABY Yy AXY Z son equilate-
ros y M y N son puntos medios de los segmentos AY y X Z,
éeuanto vale el drea sombreada?

A M Y N X

Problema 16 Determina cusles enteros positivos z cumplen las siguientes condi-
ciones.

o Que la suma de los digitos de > sea igual a 18.

o Que el nimero z incrementado en 3600 sea un cuadrado per-
fecto.

o Que z sea menor que 2012.

Problema 17 ;Para qué niimeros naturales n la suma de los divisores de 10" es:
miiitiplo de 9?. '

Problema 18 Consideremos un triangulo acutangulo AABC. La circunferencia
de diametro AB interseca la altura CF (y su prolongacién) en Af
Y N, la circunferencia de didmetro AC interseca la altura BE (y su
prolongacion) en Py (. Demuestra que M, N, Py Q estdn en una
misma circunferencia. '

Problema 19 En un pizarrén un maestro escribe dos cantidades: 10 Yy 20, y pide
a sus alumnos que por turnos resten o afadan 1 a s6lo una de las
cantidades y escriban el resultado. Si al final quedaron los nime-
ros 20 y 10, demuestra que en algin momento estuvieron escritos
ndmeros idénticos.

Problema 20 Sean AABC un trianguloy K, L, M Y N las proyecciones de A
sobre la bisectriz externa de 4B, Ia bisectriz interna de 4B, la bi-

sectrizinterna de £C y Ia bisectriz externade £C, respectivamente.,
Muestra que K, L, M y N son colineales.

Problema 21 ;Cuantos ntmeros de cuatro cifras cumplen Ia propiedad de que el
producto de dichas cifras es un cuadrado perfecto?

Problema 22 (Problema D del Examen Estatal de la 20a OMM Veracruz de 2006)

En el hexagono regular de la figura cada lado mide Vv3yse dibuja-
ron dos cuadrados sobre los lados, como se muestra en la figura.
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(a) Prueba que el triangulo AABC es equilatero.
(b) Encuentra la medida de los lados de los cuadrados.

5—\/5_

(c) Prueba que el area del tridangulo ABCD es yy

23 (a) Sea F una familia de rectas en el plano que cumpla’ que cada
Problema tres elementos de la familia F tiene un punto en comun. Prue’ba
que todas las rectas en la familia F tienen un punto en comdn.

ili la que cada
G una familia de puntos en el plgno que cump
® tSr:: elementos de la familia G son colineales. Prueba que todos

los puntos de la familia G son colineales.

il lano tales que

F,, F y F; tres familias de rectas en .el P
© S::: tre;s rezctyas, cada una de diferente familia, tienen un puntg
en comun. Prueba que todas las rectas de alguna de las fami-

lias Fy, F; y F; tienen un punto en comin.

Problema 24 Encuentra el maximo comdn divisor entre 11--.1 (2001 digitos) y
ro o
11---1 (667 digitos).

P obler;la 25 (Problema D del Examen Estatal de la 19a OMM Veracruz de 2005)
r

ia ilatero AABC cada lado mide 2. Las alturas del
tEr?ér?;gfrs‘gl;:\c:e?gzgan enelpuntoHyla distanciade H a cadlallad:
es k. Se construye un tridngulo AXY Z que tiene lados para e;}s, 2
AABC y las rectas AH, BH'y QH cortan a los lados de A_ %
en D, E y F, respectivamente. SiHD = 2, HE = 3k y HF = 4k,
cuanto mide el lado del tridngulo AXY Z?
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X F v

Problema 26 (Problema E del Examen Estatal de la 25a OMM Veracruz de 201 1)

La siguiente figura muestra algunas de 2011 circunferencias Xy, K,
Ks, ..., K011 que tienen sus centros sobre la recta r, son todas
tangentes a la recta t y cada circunferencia es tangente a la circun-
ferencia anterior; ademas los radios de las dos primeras circunfe-
rencias K y K, miden respectivamente 1 y 2.

Si P es el punto de interseccién de r con t, O2011 €s el centro de
K011 Y Peon1 es el punto de tangencia de Kan11 con t, encuentra el
area del tridangulo determinado por los puntos P, Oz Y Pso1y.

Kzom1

P Oz011

Pron

Problema 27 (Problema A del Examen Estatal de la 21a OMM Veracruz de 2007)

En la siguiente cuadricula, se puede colocar un 1 o un —1en cada
casilla. ¢ De cuéntas maneras diferentes se puede llenar la cuadricu-

la si se requiere que la suma de los niimeros en cada filay en cada
columna sea cero? '

T
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Problema 28 Sea AABC un tridngulo acuténgulo. Una circunferencia S que pasa

por B y C corta a las bisectrices de {ABCy {ACB en lostpux}?s
M y N, respectivamente. Sea P el punto en dpnde_ fa rlec.:'a |
corta a AB. Demuestra que si la circunferencia ms_c,nta a tgar?sgu o]
AABC es tangente a AB en P, entonces BC es diametrode S.

Problema 29 Determina todos los posibles resultados que se obtienen al sumar
90 enteros distintos tomados del 1 al 100.

Problema 30 Encuentra todos los nimeros enteros positivos b y k que son solu-

cion de la ecuacion
b +1=k(b-1).

Problema 31 En una carcel diez reos estéan condenados a muerte y se les va a
dar una Gltima oportunidad para salvarse. '
Se pondran los diez en unafilay a cada'uno se lle ponldtl:'f:I ;J?dseo'r:s-
brero, ya sea blanco o negro. Cada reo sélo podra ver' € or de los
sombreros de sus compaiieros de .a<’1elante {(no podra ver e . ); "
ninguno de los de atras). Se les ira preguntandc:, etx lrjrrr]:i)n:r o e,l
empezando por el tltimo de lafilay en ord;a”n hasta te
primero: “¢ cudl es el color de su sombrero? "
Si un reo le atina a su color salva su vida, en caso co‘ntranc') n?er::s-
tan. ¢ Como le pueden hacer los reos para que se saiven a
nueve de ellos?

Problema 32 Considera la siguiente figura, en donde £ABQ = £QBP = {PBC =

#. Demuestra que AM CP 1

avteg ™™

A Q

Problema 33 (Problema 1 del Examen Nacional de la 22a OMM 2008)

Seanl=4d; < dy <dz <:-- <dx =nlos divisores del en;ero
positivo n. Encuentra todos los nimeros n tales que n = d2 + d3.




18 CAPITULO 2. PROBLEMAS DE ENTRENAMIENTO

Problema 34 Un numero de cubos de lado uno se colocan juntos para formar un
cubo mas grande y algunas de las caras del cubo grande se pintan.
Después de pintado se vuelven a separar los cubos y vemos que
45 cubos de lado uno no tienen ninguna de sus caras pintadas.
¢Cuantas caras del cubo grande se pintaron?

Problema 35 Sean AABC un tridgngulo acutangulo y X el pie de A en BC. Sean
Yy Z los pies de A en las tangentes al circuncirculo de AABC que
pasan por B y C respectivamente. Si AY =2y AZ = 5, encuentra
el valor de AX. Ademas demuestra que los triangulos AAXY y
AAZX son semejantes.

Problema 36 Un hombre del desierto dejé dicho en su testamento que sus tres
hijos debian recibir la n-ésima, la m-ésima y la t-ésima parte de
su rebafio de camellos, respectivamente. El hombre tenia N came-
llos, con N > 3, en el rebafio cuando muri, en donde N + 1 es
mdltiplo comdn de m, n 'y ¢t. Como los tres hijos no pudieron dividir
N exactamente en m, n, y t partes, mandaron lflamar a Pablo para
que les ayudara a resolver el problema. Pablo llegd con su propio
camello, el cual se sumé al rebafio. Entonces el rebafio fue dividi-
do de acuerdo a los deseos del hombre. Pablo tomé su camelio de
vuelta, el cual sobré después de la reparticion. Determina todas las
soluciones posibles (m, n,t, N).

Problema 37 A cada vértice de un cubo se le asigna el valor de +1 6 —1,yacada
cara el producto de jos valores asignados a sus vértices. ¢ Qué va-
lores puede tomar la suma de los 14 nGmeros asi obtenidos?

Problema 38 Hay 2n + 1 duendes. Al principio cada duende tiene n amigos entre
los demas duendes. Cada dia cada duende se convierte en amigo
de los amigos de sus amigos. Prueba que debe llegar el dia en que
todos sean amigos entre si..

Problema 39 Dentro de un hexagono ABCDEF se coloca un punto arbitrario
G y se trazan segmentos desde éste a cada uno de los vértices
del hexagono, formando seis triangulos AABG, ABCG, ACDG,
ADEG, AEFG y AAFG, los cuales se colorean en forma alter-
nada de blanco y negro. Demuestra que el drea de color blanco es
igual al rea de color negro.

Problema 40 Encuentra todos los nimeros formados por cuatro digitos {todos
distintos entre si) que cumplen con la siguiente propiedad: Si su-
mas el niimero formado por sus dos primeros digitos con el namero
formado por sus dos Ultimos digitos, obtienes el nimero formado
por sus dos digitos centrales. Es decir, abed es un niimero de cua-
tro digitos que cumple la propiedad si ab + cd = b.

Problema 41 Sea AABC un tridngulo rectangulo con angulo recto en £C. Sea

D el punto medio del arco AC en el circuncirculo de AABC. Sea
E el pie de D en BC, F lainterseccién de AE con el circuncirculo
Y M la interseccion de BF con DE. Demuestra que M es el punto
medio de DE.
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Problema 42 (Problema 3 del Examen Nacional de la 17a OMM 2003)
En una fiesta hay el mismo nimero n de muchachos que de mucha-
chas. Supongamos que a cada muchacha le gustan a muchachos y
que a cada muchacho le gustan b muchachas. ¢Cuales son los va-
lores de a y b para los cuales podemos asegurar que forzosamsnte
hay un muchacho y una muchacha que se gustan mutuamente?

Problema 43 (Problema 3 del Tercer Examen Estatal de la 18a OMM San Luis
Potosi de 2004) N ) o oropiedad
: Existen enteros a y b de 2004 digitos ca ? uno, con 'a.
ﬁeE ):3: ?os digitos de b son una reordenacion de los digitos de a, y
los digitos de a+b son puros nueves? ; Existen dos enteros de 2005
digitos con la misma propiedad? Justifica tus respuestas.

Nota: 0123 se toma como el nimero de 3 digitos 123.

Problema 44 (Problema 3 del Examen Nacional de la 9a OMM 199’5)
Sean 4, B, C y D vértices consecutivo§ de un heptagono regular,
ALy AM ias tangentes desde A a la circunferencia de centro Cli' y
radio CB. Sea N la interseccion de AC y BD. Demuestra que los

puntos L, M y N son colineales.

i . Demuestra que el nimero
Sea X un conjunto con n elementos |
Problema £2 de pares (4, B) tales que Ay B son subconjuntos de X, A es un

subconjunto de B y A es distinto de B, es 3" — P

( = 60°, las alturas BE y CF
AABC un triangulo con LCAB = 60°,
Problema 48 S:?:ortan en H,y sea O el circuncentro de AABC. Demuestra que

HO es bisectriz del angulo £FHB.

de interseccién de dos circunferencias dis-
Problema 47 3322 %gaﬁ g 3 %J‘r:)tg spuntos de interseccion de las circunferencias
con u.na recta que pasa por A. Sean Py Qlos piesde B en.las tan-
gentes de las circunferencias que pasan ;?or CyD rgspectlxame:n-
te. Demuestra que PQ es tangente a la circunferencia de didmetro
AB.

Problema 48 (Problema 5 del Examen Nagcional de la 14a OMM 2000) '
Se tiene un tablero de n x n pintado como un tablero de. ajedrez.
Esta permitido efectuar la siguiente operacion en el tablero: escl:ogesr
un rectangulo en la cuadricula tal que las fongitudes de su|s ado
sean ambas pares o ambas impares, pero queé no sean 1as gs
iguales al mismo tiempo, e invertir los colore§ de los cuadtntos e
ese rectangulo (es decir, los cuadritos del rectangulo que antes eran
blancos, ahora son negros y viceversa).
Encuentra cudles son los valores de n.’ que hacen posibl’e Iograhr t:)ue
todos los cuadritos queden de un mismo color después de_ aber
efectuado la operacion el nimero de veces que sea necesario.

Nota: La dimensién de los rectdngulos que se escogen puede ir
cambiando.
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Problema 49 (Problema 4 de la 36a Olim

cional 2000)

Encuentra el mayor niimero entero n tal
condiciones

ok ( g) tiene sus tres cifras iguales.

piada Matematica Espariola Fase Na-

que cumpla las siguientes

o F (5) €S un numero triangular, es decir, existe un natural n tal
que

E(g) =14243+ -+ (n-1)+n

. Nota: E(z) es la parte entera de n.
Problema 50 Los nimeros del 1 al 12 se colocan

(sin repetir) en los circulos del
siguiente arreglo hexagonal.

(a) Demuestra que no existe una formad
pla que la suma de los nimeros
lados del hexagono sea 16.

(b) Muestra que existe un acomodo end
de los lados del hexagono sea 18.

Problema 51 Sienun triangulo cualquiera se constr

equildteros en los lados del trian
te:

€ acomodarlos que cum-
que estén a cada uno de los

onde la suma en cada uno

uyen exteriormente tridngulos
gulo original, demuestra lo siguien-

(a) Los tres segmentos formados uniendo u
original con el vértice opuesto del triang
do en el lado opuesto, son iguales.

{b) Los segmentos obtenidos en el inciso
tes.

(c) La razén entre el lado de cada trian
radio es igual a /3.

(d) Dado un vértice del triangulo original, el triangulo formado unien-
do este vértice con los circuncentros de los triangulos equilate-
ros adyacentes es semejante al triangulo formado por este vérti-
cey otro vértice del tridngulo original junto con el vértice opues-
to del tridngulo equilatero construido en el lado opuesto,

(e} Concluye que los cincuncentros de los triangulos equildteros
forman a su vez un triangulo equilatero.

n vértice del triangulo
ulo equilatero construi-

anterior, son concurren-

gulo equiltero y su circun-
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e
Nota: A este dltimo resultado se le conoce como el Teorema d
Napoledn. o 5t semore o n
iti ma divisor cuadratico si siel
ntero positivo n se lla it ;
Problem 52 clJJiCi:e a ms — 1, para algun entero m, también se cumple que n
divide am™ - 1. . B}
L . " o
(a) Demuestra que cualquier numero primo es divisor cuadratic S
(b) Demuestra que hay una infinidad de nimeros compuestos q
son divisores cuadraticos.

i 1995)
en Nacional de 1a 9a OMM
53 (Problema 1 del Exam ’ -
proplems fEn una Olimpiada de Mateméticas los concursagtesdesltan ;);t;ﬂ::\;\s
o e los
i un salon rectangular don 0
do todos los asientos de ] : 1de los asientos
z hay mas de dos filas y
4n acomodados en filas ( ' as
3setdos asientos). Al inicio del examen un profzsolr lesc ;:g:er: :tes
A la mano, cada uno de los
eseen suerte dandose o
:t?eéha la mano de los concursantes que se etncuenttrgg :;1\ ngl:I a
lo mas 8) y solamente a estos.
edor (que pueden ser a @ e "
ro‘i)dserva Sqque se dieron 1020 apretones de manos. ¢ Cuantos concu
santes hay?

- _ ue
Problema 54 Si a, b, ¢ son niimeros positivos con a + b+ ¢ = 2 demuestra g

2 2
a2 + b 1 C 21
a+b btc c+a

Nacional de la 92 OMM 1995)
5 (Problema 2 del Examen '
Problemas E)onsidera seis puntos en el plano con I? pl;opliiasctirgeq ggea;)::::ngz
i i iguales a 1. Dem S
stancias entre ellos son 1gga e
lt?:‘sdée los puntos forman un tridngulo equilatero de lado 1.




Capitulo 3

26a

OMM Concurso Nacional

El Concurso Nacional de la 26a Olimpiada Mexicana de Matematicas se
realizo en la Ciudad de Guanajuato, Gto., durante la semana del 11 al 16 de
Noviembre de 2012.

3.1. Primer Dia

Problemal |

Problema ll

Sean C; una circunferencia con centro O, P un punto sobre ellay ¢
la recta tangente a C; en P. Considera un punto @ sobre ¢, distinto
de P,y sea C, la circunferencia que pasa por O, Py Q. El segmento
OQ interseca a C; en S y larecta PS interseca a C; en un punto R
distinto de P. Sir; y r2 son las longitudes de los radios de C; y Cs,
respectivamente, muestra que

PS _ ™
SR - T2 )
Sea n > 4 un nimero par. Considera una cuadricula de n x n. Dos
celdas (cuadraditos de 1 x 1) son vecinas si comparten un lado,
si estan en extremos opuestos de un mismo rengldn o si estan en
extremos opuestos de una misma columna. De esta forma, toda
celda en la cuadricula tiene exactamente cuatro celdas vecinas.
En cada celda esta escrito un nimero del 1 al 4 de acuerdo con las
siguientes reglas:
o Sien una celda esta escrito un 2 entonces en dos 0 mas celdas
vecinas esta escrito un 1.
o Sien una celda esta escrito un 3 entonces en tres o mas celdas
vecinas esta escrito un 1.
o Sien una celda esta escrito un 4 entonces en tas cuatro celdas
vecinas esta escrito un 1.

Entre los acomodos que cumplan las condiciones anteriores, ¢ cual
es el maximo namero que se puede obtener sumando los nimeros

- escritos en todas las celdas?

23
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Problema Ill Muestra que entre cualesquiera 14 nimeros enteros positivos con-
secutivos siempre hay 6 niimeros tales que cualesquiera dos de
ellos son primos relativos.

Nota: Dos numeros a, b son primos relativos si su tinico divisor
comun positivo es el 1.

3.2. Segundo Dia

Problema IV A cada entero positivo se le aplica el siguiente proceso: al niamero
se le resta la suma de sus digitos, y €l resultado se divide entre 9.
Por ejemplo, el resultado del proceso aplicado al 938 es 102, ya que
(938 — (9 + 3 + 8))/9 = 102. Aplicando dos veces el proceso a 938
se llega a 11, aplicado 3 veces se llega al 1, y aplicado cuatro veces
se flega al 0.

Cuando a un entero positivo » se le aplica el proceso una o varias
veces, se termina en 0. Al nimero al que se llega antes de llegar al
0, lo llamamos la casa de n.

¢Cuéntos ndimeros menores que 26000 tienen la misma casa que
20127

Problema V Algunas ranas, unas de ellas rojas y otras verdes, se van a mover
en un tablero 11 x 11, de acuerdo a las siguientes reglas. Si una rana
esta ubicada, digamos, en la casilla marcada con # en la siguiente
figura, entonces

o Si es roja, puede saltar a cualquiera de las casillas marcadas

con x.
o Si es verde, puede saltar a cualquiera de las casillas marcadas
con o,
X o
o X
#
X o
o X

Diremos qué dos ranas (de cualquier color) se pueden encontrar en
una casilla si ambas pueden llegar hasta tal casilla saltando una o
mas veces, no necesariamente con el mismo nimero de saltos.

(a) Muestra que si ponemos 6 ranas, entonces hay al menos 2 que
se pueden encontrar en una casilla.

T

. 25
3.2. SEGUNDO DIA

(b) ¢Para qué valores de k es posible poner una rana roja y una
\‘;erde de manera que haya exactamente k casillas en las que

estas dos ranas se pueden encontrar?
i i5 angulo AABC con circuncirculo C. Sean
Problema Vi ?Ioglsfgsr)?:::t:gadns lgili;:g‘ta;ngf el punto medio de BC. Las regtas
AH, BH y CH cortan por segundavezaCenD,Ey F, respectn:a-
mente; la recta MH cortaa € en J de mar:era que H queda etr} rae_
My J. Sean K y L los incentros de ADEJ y ADFJ, respectv
mente. Muestra que K L es paralela a BC.




Capitulo 4

Soluciones de los Examenes
de Concursos de Olimpiadas
de Matematicas Realizados
en Veracruz 2012

4.1. 17a OVMAES Etapa Zona

Problema A Determina de cuantas formas se puede partir el conjunto {1,2,3,4,5,
6, 7} en dos subconjuntos, de forma que la suma de los elementos
en cada uno de ellos sea la misma.

Solucién Como la suma total es 28, la suma de cada conjunto debe ser 14. En
uno de los conjuntos esta el 7 y necesariamente debe estar acom-
pafiado con alguno de los siguientes conjuntos de nimeros

1y6,
2y5,

3y4,
1,2y4.

Por lo tanto hay 4 formas de partir el conjunto.

Problema B Decimos que un nimero de tres cifras es “siamés” si el niimero for-
mado por los dos primeros digitos es un cuadrado perfecto y tam-
bién lo es el namero formado por las dos Gltimas cifras. Encuentra
todos los numeros “siameses”.

Solucién Los cuadrados perfectos de dos cifras son

16, 25, 36, 49, 64 y 81.
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28 CAPITULO 4. SOLUCIONES EXAMENES VERACRUZ :

; Cudl es la menor cantidad de movimientos que Claudia debe rea-
i ?
| | ; iy i e la mesa?
Los nimeros siameses se formaran cuando coincidan el segundo lizar para recoger todas las monedas d
con el primer digito de los cuadrados de dos cifras, asf los Unicos

Solucion Para dejar un nimero de monedas multiplo de 3 en el primer monton
numeros siameses son o

: debe hacer la tercera operacién 1,40 7 veces. Parahdejarr ;ntglrgz
164, 364, 649 y 816. IO P e B o B S or on obe hacer 12 tercor
- operacion 0, 2, 4, 6, 8, 10 veces. Entonpes lo minim ; iy
Problema C En lafigura, ABCD es un cuadrado en donde M es el punto medio tercera operacion 4 veces, una vez la primer operacion y 3 vece
de ADy MN es perpendicular a AC. Si el drea del cuadrado es

3 h « unda operacion.
120cm?, ¢ cudl es el area del tridngulo sombreado? seg P
é g

D c .
B 4.2. 17a OVMAES Etapa Estatal Intermodalidades
Problema E ; Ctiantos niimeros impares hay entre 0 y 2012 que no son divisibles
’ . 1006 impares. Por
inici tre 0 y 2012 hay im, .
ion Observemos inicialmente que en Por
Solucten otro lado, si enlistamos dichos impares y los agrupamos en C(:'IJUI; '
! = tos de 5 ’elementos, entonces obtenemos 201 conjuntos y sobra
4 B impar 2011.
| 2007, 2009, 2011.
3 11,13,15,17,19, .. .,2001, 2003, 2005, ,
Solucién Calculemos el area de los triangulos no sombreados. Sean P el 1,3,5,7,9, iy ——
punto medio de CB, Q el punto medio de AR y O la interseccién e Y
de AC con MP. Sea A '

201 grupos
mitad del cuadrado original, es igual a 60 cm?. Sea Az 2l drea del

triangulo CDM que, por ser la mitad del rectangulo M PCD, que a
Su vez es a mitad del cuadrado ABCD, esigual a 30 em2. Sea A; el
area del tridangulo AN M Que, por ser la cuarta parte del cuadrado

AQOM, que a su vez es la cuarta parte del cuadrado ABCD, es
igual a 7.5 em2. Como A, + 4, + A3 = 97.5 cm?, el drea sombreada
esigual @120 cm? — 97.5 cm? = 9225 cm?.

Como en cada uno dé los 201 grupos sélo hay un mditiplo de 5y
como 2011 no es multiplo de 5, entonces la respuesta es

1006 — 201 = 805.

Problema F Magda tiene en su monedero monedas de 5 y 10 pesos. Ella tiene

in ’ 504 por una db i‘é,“;“ci‘fa"‘n?c?n”;i'32_?8'2225:‘52!1‘.2’?&?,2231?3
5, ganaria 70 pesos. ¢ Caanto dinero tiene Magda en su monedero?
Solucién Como Magda ganarfa 70 pesos si hace el cambio de monedas, e|t1-
M S-m1F tonces tiene '-759 =14 mopedas mas de 5 que de 10 pesos. De esta
' forma tiene
! l: 14+ 2001 _ o7 monedas de 5 pesos,
A 2 B

' y en consecuencia tiene
Problema D En una mesa estan colocados dos montones de monedas, el de i3

izquierda con 7y el de la derecha con 1

100 — 57 = 43 monedas de 10 pesos.
0. Para recogerias, Claudia )
sigue siempre una de las siguientes reglas: ) Por lo tanto tiene Magda tiene
o Tomar 3 monedas de Ia izquierda.
. s0S ) = 715 pesos.
o Tomar 2 monedas de la derecha, : (43 x 10 pesos ) + (57 x 5 pesos ) P
o Tomar 1 moneda de cada monton.
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Problema G Cinco tarjetas conletras A, B, C, Dy E se
ese orden, de izquierda a derecha. En el pri&oe':e,:os\zbr.e la mesa en
que es{a mas a la izquierda se coloca en e centro rmlento la carta
el resto como se muestra en la figura. En e segund'o eacqmgdando
carta de la onllq de_recha se coloca en el centro, en Tqvlmlento la
pasa la de la orilla izquierda al centro, y asi suc'es' o guiente Se
es la posicion de las tarjetas en el paso 20127 vamente. ¢ Caal

\@@

o BNE ® @

Paso 2. E & ]

E Po
—

Solucién Después de 5 pasos las cartas quedan en el orden i L
luego en el sexto paso se toma la carta de Ia dereclt?;’er S0 al inicial,
ceptro, por lo que después de 10 pasos el orden do In Y se pone en
mismo que en el inicio. Lo anterior se repite cada 10 :Scar tas es el
2012 = 201 x 10 + 2, entonces la posicion de las carFt) o
2012 es la misma que en el paso 2, que es as en el paso

Paso 2012. @ ]

Problema H Sean ABCD un recténgulo y F u
una cuarta parte de AD. Sga E znp::t:t: r;:l g};a:ac:ue e
paralelo a la diagonal BD y sea G la interseccion de I;ll;e i
como en la figura. §| BE =3, el 4rea del tridngulo BCG con CF
24 y el area del triangulo DFG es igual a 6, encuent es igual a
rectangulo ABCD. ' ra el area del

F
A | D

Paso 3.
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Solucion 1 Sea z = AF, como AF = lAD entonces FD = 3z. Sea y la altura

de ADFG con base FD y sea z la altura de ABCG con base BC.
Por hipotesis tenemos

5‘-“21*4 = (ADFG) =6,
3;—2 — (ABCG) =24.

De donde obtenemos zy = 4 y zz = 12. Por otro lado al ser EF
paralelo a BD, utilizando el Teorema de Thales tenemos que %}é

AF 1
FD-3 de donde AE =1y

y+z=4.
Deestaformadr=zy+zz=4+12=16.Y concluimos que
(ABCD) = AD- AB = (4z) - 4 = 64.

Solucién 2 Sean H, Iy .J como en la figura, en donde HJ es paraleloa BC'Y
pasapor G,y Fles perpendicular a AD.

A F D

E

H J
I

B c

Como por hipitesis (ADFG) =6y (ABCG) = 24, entonces (DF1J)
12y (BCJH) = 48. Al ser AF = %FD entonces (AHIF) =

§(DFI J)= %12 = 4. Concluimos que
(ABCD) = (BCJH) +(DFI1J) + (AHIF) =48 +12+4 =164

Problema I Los nimeros telefénicos de cierta ciudad constan de 10 digitos em-
pezando con el nimero 5;
5abcdefght

decimos que un numero es “facil de memorizar” si la sucesién de
los cuatro digitos abed se repite dentro de la sucesion de los ulti-
mos cinco digitos efghi. ¢ Cantos nameros “faciles de memorizar’

existen?
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Solucié i =
n IS(I) ib% = e ffh entonges el nimero de posibilidades es 10 x 10 x
ore 10~ 11(())5 :ﬂ;:ra i rtlaly otras 10. Por o que para este caso hay
= eros tales que ahcd = efgh. De forma j

podemos ver que hay 105 numeros tales abed — Sfghi semejante

?:Sb:;rtl:rsi;l;se;v?r que hay nimeros que pertenecen a los dos ca

s. Tales nimeros cumplen simultanea _
- m =
efghyabed = fghi, lo cual implica que erie due abod =

gor lo que todos los digitos son iguales y hay 10 posibilidades
ac;; slont;nr:teor;a ;:alntudad de nimeros faciles de memorizar es.igual
s lales que abed = efgh, més lo j
abed = fghi, menos aquellos ' Sy acen que
, que cumplen =b=c=
f=g=h=1i,esdecir Penquea=t=e=d=c=
2-10° - 10.

4.3. 26a OM.M Estado de Veracruz

Problema J Brti Z |
ESyZid;3‘égmce d;: la gréfica se encuentra un estudiante Se distri
monedas entre los estudiant i ien ,
o . es. Al mismo tiempo t
nostzsr:u:alirtlitc’easdpagan t'odas Sus monedas a sus respecti\‘/)os Sggis
es iguales. Después de est imi .
: d € movimiento t
) S > od
studiantes obtienen el mismo niimero de monedas que inicia?;ézs

Solucié i i i
6n Siun fasatcudlante con 4 vecinos posee una cantidad z de monedas,
asara - :
::‘ " a mon.edas a cada uno de sus vecinos; asf todos los es-
iantes que tienen 4 vecinos deben tener monedas. Si y es Ia
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cantidad de monedas que tienen los estudiantes con tres vecinos,

entonces
I

Z.
Si z es la cantidad de monedas que tiene el estudiante del centro
con cinco vecinos, entonces

¥=
3

z_ Y
5 3
Ademas, observando que hay 10 estudiantes con 4 vecinos, 5 es-

tudiantes con 3 vecinos y solo un estudiante con 5 vecinos, y entre
ellos se distribuyen las 3360 monedas, entonces se debe cumplir

que
10z + 5y + z = 3360.

De esta manera obtenemos el sistema de ecuaciones

4y — 3z 0
3z — 5y

ol

0
10z +5y+2z = 3360

e como solucién = = 224, y = 168, y z = 280. Por lo que ¢!

que tien
a tenia originalmente 280 monedas.

estudiante del centro de la grafic
posibles en que se puede escribir

Problema K Determina todas las maneras
teros positivos consecutivos.

9012 como suma de nimeros en

Solucion 1 La solucion trivial es 2012.
Observemos que 2012 = 22 . 503, ademas si un nimero es la suma
de dos 0 mas ntimeros enteros positivos consecutivos entonces se

puede expresar como
a+{a+)+--+(atk) = (k+Va+(1+2+---+k)
k(k+1
= (k+1)a+ —(—2——)
E+1
= otk
2
en donde a y k son enteros positivos. Tenemos tres opciones para
k+1
e

Caso 1. Si E;—E = 503 entonces 2a + k = 4, de donde

k =2- 503 — 1 = 1005,
a_4—1005__1001
“T 9 T 27

Lo cual no es posible, pues a no seria entero.
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L k+1
C —_— —
aso 2. Si = 2 entonces 2a + k = 1006, de donde

k=2-2-1=3,
e 1006 -3 1003
2 T 2

Esta solucién tampoco es factible, puesto que a no seria entero

k41
C — —
aso 3. Si = 4 entonces 2a + k = 503, de donde

k=2-4-1=7,
a7
o = 248.

Este caso genera la nica solucion, que es

2012 = 248 + 249 + 250 + 251 + 252 + 253 + 254 + 255.

Solucion 2 La solucién trivial es 2012.

Considerando dos f '
0 casos para el nimero de sum
sitivos tenemos. andos enteros po-

Caso 1. Un niimero impar de sumandos.
at(@a+1)+--+(a+2) = (2k+1L)a+(1+2+---+2k)

(2% +1)a 4 2FCEHD)

(2k+D(a+k) ?

en donde a y k son enteros positivos.
Caso 2. Un ndimero par de sumandos.

at(e+l)+--+(a+2k-1) =

I

I

2ka+(1+2+---+2k-1)
(2k - 1)2k

2

= (2a+2k-1)k
en donde a y k son enteros positivos.
Sg S:E::grl:::a fje los casos la suma se expresa como el producto
0 impar multiplicado por otro nimero entero. Conside-
rando que 2012 = 22 - 503 entonces, para el Caso 1
2k+1 = 503,
a+k = 4.

= 2ka+

De donde k = 251y a = —247, o ¢ i
_ . = , ual no es posibl
negativo. Mientras que para el Caso 2 Posibe pues a sera

2a+2k-1 = 508,
k= 4

De donde obtenemos a = 248, generando la Gnica solucién

2012 = 248 + 249 + 250 + 251 + 252 + 253 + 254 + 255.
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Problema L Tenemos dos bolsas con canicas, una con P canicas Yy la otra con
Q canicas. Podemos cambiar el nimero de canicas de las bolsas

utilizando alguna de las siguientes dos reglas:
(a) Quitar de ambas bolsas la misma cantidad de canicas.
(b) Duplicar la cantidad de canicas en una de las bolsas.
i Para qué parejas Py Q es posible terminar con ambas bolsas
vacias?
Si se cambia la regla (b) por permitir triplicar 1a cantidad de canicas
de una bolsa, ¢como cambia el resultado?

Solucién Observemos que si P = Q el problema se resuelve aplicando la re-
gla (a), en caso contrario transformaremos el problema para llevario
a este estado. Supongamos que P # QY observemos lo siguiente.

o Si P = 0 no se puede resolver el problema.

0 SiQ =1y P =2, se duplica Q aplicando (b), obteniendo la
misma cantidad de monedas en ambas y luego se quita P de
ambas aplicando (a) y obtenemos cero en ambas bolsas.

o SiQ =1y P = 3, se duplica Q, se quita 1 de ambas bolsas y
sellegaalcasoQ =1y P=2queyase sabe resolver.

o SiQ =1y P = N, se duplica Q. se quita 1 de ambas bolsas
ysellegaalcasoQ =1y P = N - 1. Utilizando este procedi-
miento sellegaalcaso @ =1y P =2queyase sabe resolver.

0SiQ=MyP=NconM< N, se quita M — 1 de ambas
bolsas y se obtiene @ =1y P = N — M +1, que ya se sabe
resolver.

Por lo tanto, la solucion son todas las parejas (P, Q) excepto los
casos en los que alguno de ellos es ceroy el otro no.

Supongamos que la regla (b) se cambia por triplicar la cantidad
de canicas. Observemos que si se aplica la regla (b) no cambia la
paridad de la cantidad en la bolsa donde se aplica la regla, mientras
que si se aplica fa regla (a) entonces la paridad de las cantidades
en ambas bolsas cambia simultineamente 0 se conserva. Por lo

tanto tenemos lo siguiente.

o SiQ=1yP=2nose puede resolver.

o SiQ=1yP=23,setrplica@yse resta 3 de ambas bolsas.

o SiQ =1y P =4, nose puede resolver.

0SiQ=1yP =5,setiplicaQyse resta 2 de ambas bolsas

llegando alcaso@ =1y P=3queyase sabe resolver.

o SiQ =1y P =6, no se puede resolver.
En general tenemos que la solucién son todas las parejas (P, Q) en
donde Py Q tengan la misma paridad, excepto cuando uno de ellos
es cero y el otro no.

Problema M Nueve personas van a cenar, tres piden bistec, tres piden pescado
y tres piden carne de cerdo. Cuando el mesero trae sus platos, no:
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recuerda la orden de cada quien, asi que les sirve los platos al
azar. jDe cuantas formas diferentes pudo haber servido el mesero
los platos, si sdlo una de las personas obtuvo el tipo de carne que
pidic?

Solucién Denotaremos por B albistec, P al pescado y C a la carne de cerdo.
Supongamos que la onden correcta de Ias nueve personas es

[BIB[B]PTIP[P[C]C]C]

Yy supongamos que la que recibe su comida correcta es la primer
persona. Una vez resuelto este caso bastara multiplicar por nueve
para obtener las diferentes maneras en las que sélo una persona
recibe el tipo de carne correcto.

Debemos distribuir B, B, P, P, P,C,C,C de manera que no aparez-
can en el orden correctn. Dividimos este problema en cuatro casos
observando que las otras dos personas que ordenaron B pueden

recibir Po C.
Caso .| B[P PJC[CJCT T [ ]s6lo hay tres formas
de distribuir las carnes que sobran B, B,y P

Caso 2. [ B[C[CJ [ [ [P[P]P]sblo hay tres formas
de distribuir las carnes que sobran B, By C

Caso 3. [ B[P [CTT T [T 1 parael primer bloque de
tres personas hay tres frmas de distribuir C, C, y B y para el se-
gundo bloque de tres personas hay tres formas de distribuir P, P, y
B. Obteniendo para este casc nueve formas diferentes.

Casod.[ B[ C[P] ] T [ TT |endlogamente al caso an-
terior obtenemos nueveformas diferentes.

Sumando los resultados de los casos anteriores obtendriamos 3 +
3+ 9+ 9 = 24 posibilidades cuando la primera persona recibe su
comida correcta. Por lotanto la respuesta es 9 - 24 = 216 formas
diferentes.

Problema N Sean ABCD un rectangulo, E cualquier punto en AB y F cualquier
punto en AD. Demuestraque el area del rectangulo ABCD es igual
a la suma de dos veces el drea de ACFE mas BE - DF.

Solucién 1 Consideremos ¢ = AD=BC, b= AB =CD, z = BE yy=DF.

A
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A F D

B

Tenemos que

(ABCD) — (AAEF) — (ABCE) — (ACDF)

(ACFE) =
(a—y)b—1z) az l_?g
= ab- —T'_'_ - ? - 2
ab—zy
- 2
Por lo fanto

(ABCD) = ab = 2(ACFE) + oy = 2(ACFE) + BE - DF.

donde EL es
i6n 2 Sean G, H, I, J, K y L puntos como en la figura, en '
Soluelon paralelo a AD y por otro lado FH,IK y AB son paralelos entre si.

A F I D

B H K ¢

Tomando en cuenta que cualquier diagonal de un rectangulo divide
a éste en dos triangulos congruentes, entonces (GHK J) = (DIJ L)
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4.4. 26a OMM Selectivo Estado de Veracruz
y por fo tanto (GHCL) = (DIKC). Ademas como

Problema O Dos jugadores A y B juegan alternadamente en una cuadricula de
UABIF) = (AEJD) n x n. Una tirada consiste en escoger Iun ent:r'o 2I Sinrizi aSI 1; zis;\aar
- beuadriculade m x m contemda'en a cuadricula ,
e o ts:dos los cuadritos de 1 x 1 que estén en una de jas: fios diagonales
de dicha subcuadricula. Ademas se tiene la restriccion de que no se

i dritos pintados
) ede escoger una subcuadricula que contenga cua i
e f)lrjeviamenteg (ver el ejemplo que se ilustra abajo en la figura). P.|erde
2 el jugador que ya no puede realizar una tirada. Si A es el pnme‘;(;
serRse o s D aon en tirar, squién de A o B puede asegurar que ganara si juega
(AEJI) + (EBKJ) + {DIKC)

Opti ,cO r su triunfo?
manera optima?, ;como debe proceder para asegura

(ABCD).

Solucién 3 Sean @ = (AAEF), b= (AEGF), c= (AFGJ),d = (FJIKD), e =

(EBIH), f = (AHGE), g = (AHIC), h = (GHCJ), i = (ACKJ)
las areas determinadas por los segmentos en la figura.

A F

D .
jugadade A, m =2 jugadade B, m =5
A
. J
E K 5
jugada de A, m =3
B I c

Solucién El jugador A es quien puede asegurar su triunfo procediendo como

a continuacion se indica. En su primer turno A esl,)coge m d= nug
i i . Después de

Tomando en cuenta que cualquier diagonal de un rectangulo divide pinta todos los Fuadntqs de una de :jas ;‘agonfelssectz :l cemroqdel

a éste en dos triangulos congruentes, entonces B juegue, A sdlo refleja la juga da de B con resp

| cuadrado de n x n como se ilustra en la figura.

a = b
etg f+h+i
d+i = c+h+g

Utilizando estas igualdades tenemos

2(CFE)+ BE-DF = 2b+ec+f+h)+(g+h+i)
= btbtet(cth+g)+(f+h+i)+f+h |

. oy = i ,m=3
= at+btet+(d+i)+{e+g)+Ff+h jugadade A, m=n=8 jugadade B,m
= (ABCD)
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Problema P

Solucion 1
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jugadade A, m =3

Claramente A siempre podra hacer esto puesto que B no puede
escoger una subcuadricula con cuadritos ya pintados, es decir B
se ve obligado a tirar en uno de los dos lados que determind A
en su primer turno. Por lo tanto, si B puede pintar cuadritos en su
turno, entonces también puede hacerlo A y asi, el primero en no
poder pintar cuadritos es B.

Sean AABC un triangulo equilatero y D cualquier punto en la pro-
longacion del lado BC (con C entre B Yy D). Sean P la interseccion
de la bisectriz del angulo 4 BAD con BCy X la interseccion del
circuncirculo del triangulo AAPC con AD. Prueba que AX = AC.

Sean o = LCAP, B = LXAC Y71 = £APX. Como AABC es
isésceles, entonces LABC = (ACB - 4BAC = 60°. Por otro
lado, a ser APCX un cuadri latero ciclico, se tienen las siguientes
igualdades entre angulos inscritos por abrazar un mismo arco en Ia
circunferencia circunscrita.

R
!

LCAP = LCXP,

£XAC = 4XPC,
T = 4LAPX = LACX,

LAXP = LACP =60,

®
I

1

1

1
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B

Ademas también se cumple que {y+8)+(60° +a) = 180°, de donde
y=120°—a— B.

Considerando que AP es bisectriz de {BAD, entonces 60° — a =
a + 8, de donde
B =60° — 2.
De esta forma, sustituyendo esta relacion en la anterior, tenemos
v =120° — (60° — 20) = 60° + a.

Lo cual implica que ACAX es isésceles con AC = AX.

Solucion 2 Por ser APCX un cuadrilatero ciclico, entonces [os gngulos inscri-
tos que abrazan un mismo arco en la circunferencia circunscrita son

iguales, asi
LAXP = AACP =60° = L{ABP.
Ademas, como AP es bisectriz de {BAD, entonces

£XAP = LPAB.

Utilizando el criterio AA tenemos que los trién.gulos AXAPy ABAI:
son semejantes. Y como ademas dichos tridngulos comparten e
lado comrespondiente AP, entonces ellos son congruentes. De esta

manera
AX = AB = AC.
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Problema Q Encuentra todos los enteros positivos a, b y p, con p ndmero primo,

Solucién

Problema R

Solucion 1

que satisfacen la igualdad
@ (?-p)=a+b2-1.

Observemos que la ecuacién original es equivalente a
a®? —a® - b2 41 = pad,
factorizando el lado izquierdo de la ecuacién tenemos
(a® - 1) - 1) = pa®.

Por lo tanto a®—1 es un factor de pa3; pero como ¢ —1 y a® no tienen
factores comunes mayores que 1, entonces a3 — 1 es divisor de p.
Luego, como p es primo, tenemos que a® - 1 = 1 o bien a3 — 1=p.
Para el caso en el que a® - 1 = 1, es decir a® = 2, no hay solucion
entera. Pero de nuevo, por ser p primo, tenemos quea-1=1
puestoquea — 1 < a®+a+1; entonces ¢ = 2 y p = 7. Sustituyendo
en la ecuacion original ebtenemos b = 3.

Sea P un poligono regular de 20 lados. Determina cuantos triangu-
los T con vértices en los vértices de P cumplen que ningun lado de
T es también lado de P.

Supongamos que en general ienemos un poligono de n lados y
numeremos los vértices de P en forma consecutiva: 1,2,...,n.
Contemos los triangulos que tienen por vértice al que lleva el nime-
ro 1, y sean a < b los olros vértices.

o Sia =3, entonces b se puede escoger de n — 5 formas, del 5 al

n—1.
o Sia =4, entonces b se puede escoger de n — 6 formas, del 6 al
n — 1, efc.

o Laultima posibilidades a = n—3y entonces b se puede escoger
sOlo de 1 =n — (n— 1) forma, es decir b debe ser iguatan —1.

Entonces los tridngulos que tienen al vértice 1 son
—Mn -
(n—5)+(n-s)+.-..+1=(n_w.

Como podemos hacer lo anterior para cada uno de los vértices,
debemos multiplicar el resultado anterior por n y dividirlo entre 3
porque cada triangulo se cuenta tres veces (una por cada vértice).
El resultado general es
' n{n —4)(n - 5)
6 .
En el caso particular de n = 20 tenemos que el resultado es
20-16-1
0 66 5 ~ 800

T
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Solucion 2 Supongamos que en general tenemos un poligono de n lados y

numeremos los vértices de P en forma consecutiva: 1,2,...,n.

Buscamos ternas (a, b, ¢) de elementos del conjunto {1., 2,... ,%} de
maneraque a+1 < b b+1< cy (a,.c)‘ _76 (1,7n). Sin consi er:tar
la ditima condicion tenemos ("3°) ;?os:bllldafles ;l)uesto que ez c;
nos cuenta las formas de escoger mgneros ad <b<d ‘dentro el
conjunto {1,2,...,n—2},y una eleccion fie estos de’termma IaA‘:; a,
b, cy reciprocamente, haciendoa’ =a, ¥’ +1=byc +‘2 =c. ) ra.
solo tenemos que restar las ternas en que aparecen juntos y| n,
&stas son n — 4, pues el otro vértice debe ser 'falguno de gptre Ios
vértices 3,4, ...,n—2. Entonces en general el nimero de triangulos

buscados es .
- (n—4).
3
En el caso particular de n = 20 tenemos que el resultado es

(lS) —(16) = 18-17-16 — 16 = 800.
3 6




Capitulo 5

Soluciones a los Problemas
de Entrenamiento

Problema 01 (Problema A del Examen Estatal de la 16a OMM Veracruz de 2002)
Los puntos 4, B,C, D, E, F'y G son los vértices de un heptagono
regular (en el sentido de las manecillas del reloj). FE y BC se
prolongan hasta cortarse en un punto P. ;Cuénto vale el angulo
{CPE?

Solucién Consideremos la circunferencia circunscrita al heptagono y deno-
temos por O el origen de la misma. De esta manera, cada lado del
heptagono subtiene un arco de circunferericia cuya medida equivale

. . . 2n
a la de su angulo central correspondiente, es decir -

Observemos que el angulo {CPE es igual al angulo £{BPF, el
cual es un angulo exterior de la circunferencia circunscrita, por lo
que tenemos que

FB-EC _4FOB-4EOC _1 (61r 411')

LCPE=—3 2 o\7 7

45
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Problema 02 (Problema B del Examen Estatal de la 11a OMM Veracruz de 1997)

En la siguiente operadién se han quitado todos los signos (dejando
los simbolos A )y el resultado de la misma (indicado por Ia letra R).

0AIA2A3AANSN6ATAB =R

Sabiendo que cada A representa un signo de + o de —, ;cudles
son los posibles valores distintos de R?

Solucién Observemos que si todos los signos son +, el valor maximo de R es
igual a 36, mientras que si todos los signos son —, el valor minimo
de R es igual a —36.

Ahora bien, tomemos los nimeros en parejas, sin contar al 8, de
la siguiente forma: 0y 1,2y 3, 4 y 5, 6 y 7. Haciendo esto nos
damos cuenta que, sea cual sea el sigrio que se coloque al ope-
rar estos nimeros por pares, el resultado siempre es un niimero
impar. Luego, nos restan 5 niimeros (4 impares y el 8) por operar.
Si operamos esos 4 nimeros obtenidos anteriormente, el resultado
ser4 par (porque se suman por parejas; y sabemos que la suma de
dos nimeros impares es par y la suma de dos niimeros pares es
par) y finaimente, al operar ese par con el 8, el resultado es par.
Entonces, sabemos que R sera par siempre.
Si colocamos de manenainicial todos los signos positivos, podemos
hacer lo siguiente: ¢

o No cambiar signos: 1 posibilidad.

o Cambiar un solo signo: 8 posibilidades.

o Cambiar dos signos, dejando fijo (por conveniencia) el nimero

8: 7 posibilidades.

o Cambiar tres signos, dejando fijos 7y 8: 6 posibilidades.

o Cambiar cuatro signes, dejando fijos 6, 7 y 8: 5 posibilidades.

o Cambiar cinco signes, dejando fijos 5, 6, 7, 8: 4 posibilidades.

o Cambiar seis signos, dejando fijos del 4 al 8: 3 posibilidades.

o Cambiar siete signos, dejando fijos del 3 al 8: 2 posibilidades.

o Cambiar ochos signes: 1 posibilidad.
Entonces, sumando todas las posibilidades anteriores, fenemos que
en total son 37 distintas, pues de esta forma garantizamos que
ningln nimero se repita. Ademas 37 es la misma cantidad de nime-
ros pares que hay entre —36 y 36, incluyendo a estos Gltimos.
En conclusién, fos valores de R son los 37 pares que estan entre
-36y 36.

R € {436,+34,432, 430, 428, +26, 424, +22, 420,
+18, +16, 14, £12, +10, 48, +6, +4, +2, 0}.

Problema 03 Calcula el producto de todos los enteros positivos menores que 100,
y que tengan exactamente tres divisores positivos. Comprueba que
dicho ntimero es un cuadrado perfecto.

T
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Solucion 1 Revisando en orden, el primer nimero hallad_o es el 4. Luego ge;:
cartamos los nimeros primos, ya que estos 'tlenen solamente 2 di
visores positivos. Por otra parte, todos_lgs nlmeros pares mayo:tes
que 4 tienen al menos 4 divisores positivos; también los descarta-
mos. De los nimeros impares restantes, desqartamos alos que no
son el cuadrado de un nimero primo,'ya que tlfng,n al {nenos 4 divi-
sores. Asi que sélo nos quedan los nimeros 3, 5°y 7°. Por lo tanto

el nimero pedido es
(4)(9)(25)(49) = (2-3-5-7)% = (210)%.

Solucién 2 Por el teorema fundamental de la aritmética, todo numero entero
positivo n > 1 puede expresarse de modo Gnico como el producto

de nimeros primos de fa siguiente forma
n=p eyt Pl
donde py, p2, . - -, pr SON NUMeros primos distintos y my, ma, ..., mr
P2y

son nimeros enteros positivos. De aqui, el nimero de divisores po-
sitivos de n es

('m1 + 1)(m2 + 1) oes (mr + 1).
Por lo que si n tiene exactamente 3 divisores, debe ser de la forma

p?, donde p es un nimero primo y p? < 100. Entonces los numeros
buscados son 22, 32, 52 y 72. El nimero solicitado es

(4)(9)(25)(49) = (2-3-5 - 7)? = (210)>.

Problema 04 (Problema D del Examen Estatal de la 17a OMM Veracruz de 2003)
En un juego de computadora se empieza con un tablero de 3 x2
coloreado de blanco y negro, como se indica en el Tablero A. En
cada jugada se eligen dos cuadritos que comparten un lado y se
les cambia el color de acuerdo a las siguientes reglas:

o Negro cambia a Rojo.
o Rojo cambia a Blanco.
o Blanco cambia a Negro.
Con base en lo anterior:
(a) Describe una forma de convertir el Tablero A en el Tablero B,
en 6 jugadas. .
\ (b) Demuestra que no es posible convertir el tablero Aenel B en
menos de 6 jugadas.

Tablero A Tablero B
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Solucién 1. Sabemos que los cuadritos que originalmente son
negros (los que corresponden con los niimeros 2, 3y 6) requie-
ren de dos jugadas para convertirse en blancos, mientras que
los cuadritos que originalmente son blancos (1, 4 y 5) requieren
s6lo una jugada para convertirse en negros. De esta manera si
cambiamos a rojo {denotado por R) cada uno de los cuadritos
negros, manteniendo sin cambio alguno los cuadritos blancos,
obtendremos un tablero en blanco Y rojo; si ademas esto lo ha-
cemos en tres movimientos entonces habremos terminado ya
que, en el arreglo actual, cada cuadrito blanco {rojo) cambiara a

negro (blanco) en una sola jugada y dado que se conservé la -

distribucion original de blancos, existira uno en cada fila y en
consecuencia bastaran tres movimientos para lograr una distri-
bucidn como la solicitada en el tablero final,

En la siguiente figura podemos ver cudl es la pareja de cuadrito
que debe cambiarse en cada jugada para obtener primero un
tablero en blanco y rojo y después llevar éste al tablero final.

Solucién Primeramente daremos respuesta a la segunda pregunta. 1a. Jugada 2a. Jugada 1r
igi 3 Pareja 4—6 Pareja 3—4
{b) Observemos que un cuadro que originalmente esta en negro
cambiara a blanco después de realizar dos jugadas, es decir R R
. . 2a. Jugad
Negro 283, oy 20 dlgada g o -
Dado que tenemos que cambiar los 3 cuadros negros y no po- N R 40, Jugada -
demos cambiar 2 o0 3 de ellos a la vez, entonces el nimero —_— | R —‘—"Pareia 1-3
minimo de jugadas que debemos realizar esta dado por Pareja .
R
3(2) =6.
5a. Jugada 6a. Jugada
(a) Para dar respuesta a la primer pregunta enumeremos primero Pareja P Pareja 5—6
los cuadritos del tablero como sigue R
- tenemos el ta-
Observaciéon. Observemos que, una vez que te
il blero en blanco y rojo, las ditimas tres jugadas pueden hacer-
516 se de manera ordenada considerando las parejas en cadi tﬁla.
Asimismo, debemos tener cuidado de no suponer que obten-

dremos el tablero final tomando, en las tres ditimas jugadas,
cualquier pareja de cuadritos blanco-rojo como gnostramos en

la siguiente figura.

R
da 5a. Jugada
3a. Jugada 4a. Jugas ‘
Pareja 2-4 R: Pareja 2—-4 Pareja 3—5
R

Solucién 2. En este caso, usando la misma numeracion 'de los
cuadritos de! tablero, realizamos dos jugadag para cambiar los
cuadros 1y 2 de nuestro tablero y las cuatro jugadas rgstgntt:s
para manipular los cuadritos 3-6 como vemos en la siguiente

figura.
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‘R
1a. jugada 2a. Jugada
Pareja 1-2 Pareja 2—4
3a. Jugada 4a. Jugada
Pareja 3—4 Pareja 3—5
5a. Jugada 6a. Jugada
_—
Pareja 4—-6 Pareja 4—6

Problema 05 (Problema A del Examen Estatal de la 12a OMM Veracruz de 1998)

Tenemos un rectangulo ABCD con AB=CD =qa, BC=DA=5b
Yy a < b. Sea M el punto medio de AC y sean P y Q los puntos
medios de AM y MC, respectivamente. Supongamos que la linea
BPcortaaADen Ry BQcortaaCDen S.

(a) Demuestra que RS es paralela a AC.
(b) Sia=3yb=4, ¢ cuanto mide RS?

Solucién (a) Por ser angulos alternos internos en un sistema de rectas cor-
tadas por una secante, tenemos que

LABQ = 4CSQ,
£BAQ 4£S5CQ.
A R D
P
M
s
Q
B c

Por el criterio AA los tridngulos AABQ y ACSQ son semejan-

tes con razon de semejanza igual a 3 ya que el lado AQ es
tres veces el lado QC.
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De manera analoga podemos probar que los tridngulos AAIPR
y ACPB son semejantes con razén de semejanza igual a 3

2 . 2
De esta forma tenemos que DS = 30Y DR = §b y por lo tanto

DS _,_ DR
- SC RA~
En consecuencia R y S determinan segmentos proporcionales
en los lados AD y CD de AADC, por lo que RS debe ser
paralelo a AC.
Observacion. La hipdtesis a < b no es requerida.

{b) Como RS y AC son paralelos, entonces AAZDC y ARDS son
semejantes con razon de semejanza igual a 3 Y como la hipo-
tenusa de AADC es 5, puestoque a = 3y b = 4, entonces la

. 10
hipotenusa de ARDS es igual a R

Problema 06 Demuestra que en cualquier particion del conjunto {1,2,... ,9} en
tres subconjuntos, hay uno de ellos que cumple que el producto de
Sus numeros es mayor que 71.

Solucién Supongamos que el conjunto {1,2,...,9} se parte en tres subcon-
juntos ajenos dos a dos A, B y C, en donde el producto de los
elementos de cada subconjunto es g, b y ¢ respectivamente. Sia, b
y ¢ son menores o iguales que 71, entonces el producto

abe < 71% = 357911.

Por otro lado, el producto de los elementos del conjunto {1,2,...,9}
es 9! = 362880, que es mayor que 357911 = 713, lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto, al menos uno de los conjuntos A4, B o C tiene producto
mayor que 71.

Problema 07 (Problema A del Examen Estatal de la 11a OMM Veracruz de 1997)

Tenemos un triangulo rectangulo AABC. Sobre la hipotenusa BC
se marcan puntos Dy E tales que BD = BAy EC = AC. Después
se marca un punto F en el iado AB de tal forma que BF = BE'y
analogamente un punto G en el lado AC de manera que GC = DC.
Demuestra que los puntos 4, D, E, F y G estan sobre una misma
circunferencia.

Solucién 1 Sabemos que por tres puntos pasa una Unica circunferencia, con-
sideraremos el circuncirculo de AAED y demostraremos que a tal
circuncirculo también pertenecen los puntos G y F. Sean a;, a,
as, ag Y B los dngulos marcados en la figura.
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B

Alser ACGD y AC AE triangulos isésceles que comparten el angu-
lo £C, ellos son semejantes, por lo que

Q] = a2 = o3 = 0y.

De esta manera

ﬂ+a3=ﬂ-]-al=180°,

por lo que AEDG es ciclico. De manera semejante podemos de-
mostrar que AFED es ciclico. Y como ambos cuadrilateros com-
pgrten {os vértices 4, E'y D, entonces los puntos G y F estanen el
cnrc'unc:rculo de AAED, de donde concluimos Qe A D E FyG
estan sobre una misma circunferencia. S

Solucién 2 Demostraremos que los puntos E y D pertenecen al circuncirculo

g;u?aAFG. Sean ay, a3, B, 7, 61, 8 y € los &ngulos marcados en la

Problema 08
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Como BD = BA, BF = BE, EC = AC y GC = DC, entonces

AF = BA - BF = BD - BE = DE,
AG=CA-CG=CE-CD=DE.

Por lo que AAFG es isosceles con LAGF = LAFG = 45°, ya que
AFAG = 90°.

Ademas, al ser ACAE y ABEF triangulos isésceles, entonces
ay = ag Y 8 = &, por lo que 20, + v = 180° y 26, + 8 = 180°,
de donde

1
g = 900—5’)’,

, 1
51 = 90 —‘2—ﬂ

Por otro lado a5 + € + §; = 180°, de donde obtenemos

£ = 1800-—0/2-—51

1
= 180° - (90° - 17> - (90° - ;ﬁ)
2 2

1
= E(’H’ﬁ)

= 45° .

De esta forma e = 45° = £LAGF, lo cual implica que E pertenece
al circuncirculo de AAFG. De manera semejante podemos probar
que LADG = 45° = LAFG, de donde concluimos que D también
pertenece al circuncirculo de AAFG. :

(Problema B del Examen Estatal de la 16a OMM Veracruz de 2002)

 El nimero 2002 es un nmero capicta porque se lee igual de iz-

Solucion

quierda a derecha que de derecha a izquierda. ;Cuénto vale la su-
ma de todos los nimeros capicuas de cuatro digitos?

Para determinar los nimeros capicua de 4 digitos, basta considerar
los primeros dos digitos, y los restantes seran su reflejo, por ejem-
plo 91]19. Al nimero lo podemos obtener sumando los primeros dos
digitos y luego sumar su reflejo, por ejemplo a 9119 lo descompo-
nemos como 9100y 19.

Los nimeros de 2 digitos son del 01 al 99, y descartaremos los
primeros diez, los del 00 al 09. Asi que la suma total de los capiclias
es

(0100 + 0200 + - - - + 9900) + (1 +2+--- +99)
— (0100 + 0200 + - - - +0900) — (10 + 20 + - - - + 90)
=100(1+2+---+99) + (1 +2+---+99)
—100(14+2+---+9)~ 101 +2+ - +9)
=101(142+---+99) — 1101 + 2 +--- +9).
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, 1
Ya que la suma de los nlimeros de 1 an es nn 2+, ), el resultado

es

101(1+2+---+99) —110(1 +2+--- +9)
=101-99-50 —110-9-5
= 495000.

Problema 09 (Problema B del Examen Estatal de la 17a OMM Veracruz de 2003)

En ia siguiente figura el triangulo AABC es equildtero, tiene lado
2 y la semicircunferencia tiene didmetro BC. ;Cuanto vale el area
sombreada?.

Solucion Denotemos por E, Dy O los puntos medios de los lados AB, AC'y
BC, respectivamente; de esta manera tenemos que los triangulos

AAED, AEBO y ADOC son iséceles con la caracteristica de que ~

el angulo formado por los lados que miden 1 es de 60°, es decir, se
trata de tridangulos equilateros congruentes entre sf y por el criterio

LLL, lo son también con el AEDO y equivalen a i del triangulo
AABC.

Por el Teorema de Pitagoras, podemos calcular la altura de cual-

quiera de estos triangulos, fa cual es igual a —, en consecuencia,
el area de cada uno de estos tridngulos, denotada por A, esta da-

da por
V3
AT = T.
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Consideremos ahora cualquiera de los sectores circulares BOOE,
EOD o DOC, recordemos que el angulo que abrazan es de 60° y
dado que el didmetro de la semicircunferencia es BC = 2, enton-
ces el area de cada sector circular, que denotaremos por A.esla
tercera parte del area de la semicircunferencia, esto es

T
A=

Finalmente observemos que el area original puede ser considerada
como en la siguiente figura

en donde el area sombreada dentro de AAED quivale a24,—-A;
" mientras que cada una de las areas en negro es iguala A, — A;.
Por lo tanto, el area total esté dada por

24, —A;)+ (A, —A)=As =

ol A

Problema 10 Calcular fa suma

LS SR SR
1373s5%57 999 - 1001°

Solucién 1 Para cada n > 1 definamos
1 1 1
=13 t3st T @D+ D)
Para n = 1, tenemos que

1
2-141°.

i
kl'—’3'—

n
Demostraremos que en general, k, = 1

n = 1, ahora supongamos que se cumple para cierto namero p, por

. Ya se cumple para
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___ P
lo que kp = % . Usando esto tenemos

+1
1 1

=1+ @Dy

(2p+1)(2p+3)

P, 1

(2p+1)  (p+ 1)}2p +3)

pl2p+3)+1

(2p+1)(2p+3)

2r+1)(p+1)

(2p+ 1)(2p+3)

_p+l

2(p+1)+1

1
k = — ...
p+1 1'3+ +

I
>

p +

Al sustituir n = 500 en la férmula demostrada, obtenemos

1
1
o __ 500
1-3 9991001 ~ ¥5%0 = g7
Solucién 2 Notemos que para cada niimero entero positivo k&

1
-1 1
(2k-1)2k+1)  202k-1) 2k 11

En consecuencia tenemos

1 1
Sn = _—+-—++_\1~__
. 3 @n-D@En+1)
_ 11
= —— )4+ - 1 1
(2 6) ,(6 10)+"’+(%—-—‘
I 1 22n~-1) 202n+1)
T 27 20n+0)
_ n
T o+l

Finalmente al sustituir n = 500 en la formula anterior tenemos

1
1 500

b g
1-3 9991001 ~ 5 = Tgp7-

Problema 11 (Problema B del Examen Estatal de la 19a OMM Veracruz de 2005)

¢ Cuantos caminos hay del punto 4 al -
. ay d punto B's

ge la figura, si las direcciones permitidas son _)lgﬂlengo ]l;s fineas

ecir, cualquier sentido estd permitido salvo <) y o N\ (es

pasar dos veces por el mismo punto? € permite
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6n Observemos que del punto A al punto C podemos llegar de dos
formas y también que para llegar de! punto C al punto D hay tres
caminos distintos. Sin embargo, para ir de! punto A al punto D, no

es necesario pasar por C. Por ejemplo, podemos partir del punto Ay
subir al punto Gy, si no queremos pasar por C, subimos y seguimos

el camino hasta D. Sin embargo, el punto G pertenece a uno de los
tres caminos que van de C a D, por lo que para ir del punto A al
punto D, adn sin pasar por C, tenemos 2-3 = 6 caminos. Lo mismo
ocurre con cada uno de los vértices intermedios restantes E 'y F.
Finalmente, del punto A al punto Bhay2-3-2-3-2=72 caminos.

Soluci

amen Estatal de la 18a OMM Veracruz de 2004)

Problema 12 (Problema C del Ex
ta los

La figura ABCD es un paralelogramo, £ es una recta que cor
lados AD y CD del paralelogramo; E, F, Gy H son puntos de la
recta £ tales que AE, BF, DGy CH son todos perpendiculares a ¢,
ademas AE =4,GD =7yCH =3. ¢ Cuanto mide BF?

14

A B

ralelas a £ que pasan por los vértices Ay C
or J al punto de interseccién entre m
K y N alos puntos de interseccion
te, como en la siguiente figura.

Solucién 1 Seanmy nlasreclas pa
respectivamente. Denotemos p
y DC, ademés denotemos por
de n con ABy FB respectivamen
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Observemos que los triangulos AADJ y ACBK son congruentes
por lo que sus alturas son iguales es decir, DG+EA = BN. Sustitu-
yendo los valores correspondientes tenemos que BN = 11. Como
NF = CH entonces concluimos que

BF=BN+NF=BN+CH=11+5=16.

Solucién 2 Sean O, P, Ry Q los puntos de interseccion de £ con AD yDCylas
prolongaciones de AB y BC respectivamente, como en la siguiente
figura.

A B

De esta manera tenemos que AARO y ACPQ son semejantes a .

ADPO. Entonces se cumplen las siguientes relaciones

RO _ 40
PO ~ DO’
PQ _ CQ
PO ~ DO

Dado que los segmentos AE, CH y DG son perpendiculares a L,
corresponden a las alturas de los tridngulos semejantes antes men-

1
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cionados trazadas desde A, C'y D respectivamente. Por lo que tam-
bién se cumplen las siguientes relaciones

AE 40
DG ~ DO’
cH _ cq
DG ~— DO’

Si consideramos las relaciones anteriores, asl como {as correspon-
dientes longitudes para AE, CH y DG obtenemos

RO _AE 4
PO DG T
PQ CH 5
PO DG T

De manera similar, considerando que los triangulos ABRQ y ADPO
son semejantes y que BF' y DG corresponden a las respectivas al-
turas trazadas desde By D, tenemos que

BF _ RQ
DG~ PO’
Dado que RQ = RO + OP + PQ y usando las relaciones obtenidas
anteriormente, tenemos que

BF RO OP PQ_4 , 5_16
DG PO PO PO 7 T
Por lo tanto, dado que DG = 7, obtenemos BF = 16.
Problema 13 (Problema B del Examen Estatal de la 18a OMM Veracruz de 2004)

La suma de 5 enteros positivos es 100. ¢ Cudl es la mayor diferencia
que pueden tener los dos mas cercanos?

Solucion Sean a, b, ¢, d, e nimeros enteros positivos tales que
a+b+c+d+e=100.

Supongamos, sin perder generalidad, que a < b <c¢<d<ey
que ia diferencia entre los dos mas cercanos es n. De este modo,
tenemos que

a+n < b,
b+n < ¢
ctn < d,
d+n < e.

Si en la primer desigualdad, sumamos n, obtenemos a+2n < b+n,
lo cual, combinado con la segunda desigualdad, nosdac > b+n >
a+2n, es decir, ¢ > a+2n. Ahora, a esta desigualdad, le sumamos n
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@ ambos miembros, y obtenemos ¢+n 2> a+3n, lo cual, combinado
con la tercer desigualdad nos dad>c+n>q+3n De modo
similar, obtenemos ¢ 2 a + 4n. Resumiendo, tenemos

a,

a+n,

a+2n,

e+ 3n,

a-+4n.

R0 o8
VIV IV IV v

Sumando las anteriores desigualdades, obtenemos
10=a+b+ctd+te 2 50+ 10n,

y como a > 1, obtenemos 100 2 5a+10n > 54 10n, esto es,
95 > 10n, por lo que n < 95, esto es, n < 9. Tomando a =1,
b=10,c=19d =198 Y € = 42, tenemos que la diferencia mas
pequena es 9, por lo que el nimero buscado es 9.

Problema 14 (Problema A del Examen Estatal de Ja 244 OMM Veracruz de 2010)

Enfa figura hay 9 regiones dentro de los circulos. Sj se escriben los
numeros del 1 al 9, exactamente uno en cada region, de manera
que la suma de los niimeros en cada circulo sea 11, £Qué nimero
va en el lugar del signo de interrogacion?

Solucién Debido a que no podemos repetir niimeros, la Unica posibilidad pa-

fa que la suma de algiin nGmero ¥ 9 sea 11 es sumandolo con e 2;
una vez que hemos utilizado e 2, la posibilidad de considerar que
8+2+1=11queda descartada, de esta manera, la Gnica posibili-
dad para que 8 sume 11 es sumandolo con el 3. Tenemos entonces
que los niimeros 9 Y 2, asi como 8 y 3, deben ser colocados en el
mismo circulo y éste debe ser tal que sélo contenga dos regiones a
Ocuparse, en consecuencia las parejas formadas por 9 y 2 asi como
8y 3 deben ser colocadas en los extremos de Ia figura, es decir

%
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De esta manera, los nimeros que faltan colocar en alguna de'o las
regiones son: 1, 4, 5, 6 y 7. En el circulo en el que hemos coloca
dogel numero 2, tenemos dos regiones vacias eln las que dzbaeggz
‘ i ero
/ men 9, considerando los num
colocar nimeros que su » O e e
i (inica opcion es colocar en e

encionados, nuestra (nica ion ' :
Irgs nameros 4 y 5. De manera similar, en el circulo donde se co
loco el nimero 3, deberan estar los nimeros 1y 7. y
En conclusion, el nimero que deberiamos colocar en lugar del signo
de interrogacion es el 6. . -
Observacion. Los argumentos usados en esta solucion soln Z:::dg:
si las parejas formadas por 9 y 2 asi como 8 y 3 se colo
manera simétrica a la mostrada en 1a figura.

ia AXY Z son equilate-
i =1y XY =4, los triangulos AABY y
Problema 12 rSc:sA;/ M 1ny son puntos medios de los segmentos AY y XZ,

¢;cuanto vale el area sombreada?

X
A M Y N

intersecan los segmentos AZ y
i0 aremos C al punto donde se in
Soluclon lI_\lb)an Calculemos la longitud del segmento N Z usando el Teorema

de Pitagoras,

It

(ZX)? (XN)? +(NZ)?,
@ = @ +Ww2)’

De donde obtenemos que NZ = /12 = 2v/3. Ahora, amll;gs r::(ﬁ:-
los {AMB Yy £Y NZ miden 90°, ya que BM y ZN son

5 i3 iteri , tenemos que
nas de un triangulo equilatero. Asi, por el criterio '}AN AN

ANACM y AAZN son semejantes. Por lo tanto oM = A
donde podemos obtener ei valor de CM,

(ZN)(AM) _ 2V8 (%) V3

AN 3 3’

CM =
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Finalmente, el areade AACN es

(ﬁ)
: 3
(AY +YN)(CcM)  \ 3

2 )

S

Problema 16 Determina cudles enteros positivos 2 cumplen las siguientes condi-

ciones.

o Que la suma delos digitos de z sea igual a 18,

o Que €l nimero z incrementado en 3600 sea un cuadrado per-
fecto.

o Que z sea menor que 2012.

Solucién Consideremos primero la condicion de que z incrementado en 3600

es un cuadrado perfecto al cual llamaremos n2, es decir
z + 3600 = n?.

A partir de aqui tenemos que 2 = n? — 3600 por lo que podemos ver
que

o n no puede ser menor o igual a 60 pues esto nos llevaria a tener
valores de z no positivos;

o deigual forma, nno puede ser mayor o igual a 75 pues tendria-
mos valores de z mayores o iguales a 2025, contradiciendo la
condicién de que z sea menor que 2012.

De esta manera, hemos acotado las posibilidades parany, a par-
tir de éstas, hallaremos los valores de 2 para después seleccionar
aquellos que satisfagan la condicion de que sus digitos sumen 18,

Valor de n | Valor obtenido para z = n? — 3600
61 121
62 244
63 369
64 496
65 625
66 756
67 889
68 : 1024
69 1161
70 1300
71 1441
72 1584
73 1729
74 1876

De la tabla anterior podemos ver que los Gnicos nimeros z cuyos

digitos suman 18 son 369, 756 y 1584 siendo estos la respuesta a
nuestro problema.

1

Problema 17

Solucion
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. o e n
¢ Para qué numeros naturales n la suma de los divisores de 10" es
multiplo de 97.

Factorizando a 10", tenemos que 10™ = 2"5". Por o tanto, loskd]@-
visores positivos de 10 son todos los nimeros Qe la forma 2757,
donde k y j son numeros enteros entre 0 y n. De este modo, la

suma de los divisores de 10™ es

Da=(@1+2+ - +2)(1+5+--+5")

Ahora demostraremos que si n es impar, entonces 3 divide a 1+2+
...42"ytambiénal+5+---+5™ Demostraremos esto solo para

el primer caso. )
Queremos probar que 3 divide al+2+--- + 2% 1 donde k es
cualquier nimero entero positivo. Procederemos por induccion.

Si k = 1, entonces 142 = 3, lo cual es divisible por 3. Supongamos
que 3divideal+2+ -+ 92%k-1 esto es

1424---+2%1=0 (méd3).

Entonces las siguientes relaciones son equivalentes

1424 +22% 142k 2%+ = 0 (méd 3)
0+2F42%+ = 0 (méd3)

2(1+2) = 0 (méd3)

25(3) = 0 (mdd 3)

Del mismo modo, se puede probar que 3 divide a 1+ 54 .-+ 51
para cualquier nimero k. Por 1o fanto, 9 = (3)(3) divide @ Dax_1.

Por otro lado, si n es un numero par, esto es, de laforman = 3kk
para algin entero positivo k, entonces 3 no divide a 1 +24---+2°,

ya que

142442 = (1424 +2%7) +2%,

ivi i jbamos, pero 3 no
divide al primer sumando, por {o que ya pro
zijide a 2%, gel mismo modd, 3 no divide a1+ 5+ -+ + 5%, y por

ser 3 un nimero primo, entonces 3 no divide a Dag, ¥ 9 tampoco lo
hace. ' L | “
En conclusion, solamente para los nimeros impares n, 1a suma
los divisores positivos de 10" es divisible por 9.

Problema 18 Consideremos un triangulo acutangulo AABC. La circunferencia

ia i longacion) en M
de didmetro AB interseca la altura CE {y su pro
y N, la circunferencia de diametro AC interseca la altura 'BE {ysu
prolongacién) en Py Q. Demuestra que M, N, Py Q estan en una

misma circunferencia.

Solucién 1 Sea O la interseccion de CN 'y BQ.
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Como {ADB = 90° y abraza al diametro AB, entonces D per-
tenece a la circunferencia de diametro AB. De la misma manera
podemos probar que D pertenece también a la circunferencia de
didmetro AC. Luego, calculando la potencia desde O respecto a la
circunferencia de diametro AB, tenemos
AO-0OD = MO -ON.
De igual manera la potencia desde O respecto a la circunferencia
de didametro AC es
PO-0Q =A0-0D.
Finalmente, por las relaciones anteriores, MO - ON = PO -0Qy
g:inf g ecsv el pie de la altura desde C, entonces AFC = 90° y asi M, N, Py Q pertenecen a una misma circunferencia.
&, €, Py Festan en la misma circunf i otenci
desde O es nierencia. La potencia Problema 19 En un pizarén urr maestro escribe dos cantidades: 10 y 20, y pide
OP.0Q =0C-OF. a sus alumnos que por turnos resten o afiadan 1 a solo una de las
De la misma f; . . cantidades y escriban el resultado. Si al final quedaron los niime-
CAEB = 90° 3":;';020-’5 e;[el pie de la atura desde B, entonces ros 20 y 10, demuestra que en algin momento estuvieron escritos
cia, de donde » IV, B, M y E estan en la misma circunferen- nameros idénticos. :
Adems OB -OE =0M-ON. Solucién Denotemos por Ay B las posiciones en el pizarron en las cuales se
emas, como £ BFC = 90° = {BEC, entonc . asignan los nimeros. Entonces se tiene
, es FB i :
De esta manera, obtenemos Ia siguiente refacion OF es ciclico
OB-0OE=0C.OF Posicion A | Posicion B
Luego, util . ) Distribucion inicial 10 20
g0, utilizando las relaciones obtenidas, tenemos Distribucion final 20 10
OP-0Q=0C-OF =0B.0E =0M-ON.
Concluimos que P, Q, M De esta manera tenemos que al inicio la diferencia B — A era de 10
. » @& My N pertenecen i ; q
cia. 7 P auna misma circunferen- unidades mientras que al final es de —10, dado que en cada movi-
Solucién 2 Sean D el pie de | miento sélo se puede aiadir o restar una unidad entonces, la dife-
pie de la altura desde A y O ¢! ortocentro de AABC. rencia B — A debio ser cero en algin momento, es decir, los nime-
ros en ambas posiciones eran iguales (sin importar cules eran).
Problema 20 Sean AABC un tridngulo y K, L, M y N las proyecciones de A
sobre la bisectriz externa de_ 4B, la bisectriz interna de 4B, la bi-
sectrizinterna de £C y la bisectriz externa de £C, respectivamente.
Muestra que K, L, M y N son colineales.
Solucién Sea I la interseccion de las bisectrices internas de B y C, esto es
el incentro del triangulo AABC. Liamemos D a la interseccion de
BC con la prolongacion de Al y sean a = £BAC, B = {ABC'Y
v = ABCA. )
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Problema 21

Solucién
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B D C

Fijdndonos en el tridgngulo AADB tenemos £ADB = 180° -8 1a.
El angulo LI1DC es suplementario al anterior, por lo que LIDC =

B8+ 7% De este modo ’

£CID

180° - LIDC - £DC1I

= 180°—ﬂ—%a—%7

1 1
= 180°_ = _2
80 2(ﬂ+a+'y) 2ﬁ
o 1
= 90 —Eﬂ

Como los angulos LAIM y £CID son opuestos por el vértice y el
tridngulo AAMT es rectangulo, entonces

LAIM =90° - %ﬂ =90° - {MAI,

de esto deducimos que LM AJ = %ﬂ.

Ahora, como LAMI = LALI = 90°, entonces AMIL es ciclico,
por lo que %B = L{MAI = LMLI = {MLB. Por oftro lado, como
LKBI = {AKB =90°, entonces KA y BL son paralelas y tene-
mos que LKAB = {ABL = %ﬁ = {MLB. Ademas, como AKBL

es un rectangulo, tenemos que (K LB = 4{KAB = -l-ﬂ = AMLB.
Con esto, se concluye que K, L y M son colineales.
De igual modo se prueba que M, L Yy N son colineales.

¢Cudntos niimeros de cuatro cifras cumplen la propiedad de que el
producto de dichas cifras es un cuadrado perfecto?

Contaremos por casos.
Caso 1. Nimeros de 4 cifras con al menos un cero hay 9000 - 9¢ =

2439 (pues hay 9* ntimeros sin ceros).

T

67

Caso 2. Los nimeros que no tienen ceros conviene separarlos en
casos segun el nimero de cifras que tengan iguales.

o Los m’:méros con todas las cifras iguales (de la forma aaaa).son
9 y todos cumplen |a condicion de que €l producto de las cifras
es cuadrado.

o Los niimeros con tres cifras iguales y la otra distinta son de Ig
forma aaab, acba, abaa 0 baaa. De aqui que'deberemgs. gnah-
zar las distintas posibilidades para a y b (segin Ia.condqmon dgl
problema) y después multiplicar por 4 (para 'conSIdera.r la posi-
cién de b en el numero), éstas son de dos tlprs. El primer tipo
es cuando ambos a y b son cuadrados (e{s decir, 1,46 9),lo que
nos da (3)(2) posibilidades. El segundo tipo es cuandoay b son
los nimeros 2y 8 (en cualquier orden) lo cual nos da otras dos
posibilidades. En total en este caso tenemos 4 [(3)(2) + 2] =32
posibilidades.

o Los numeros con dos cifras iguales y otrqs QOs distiqtg;: aabc
con a, by c todos distintos entre si y las dlS?If}EaS posibilidades
de orden de a, by c que son 12 (pues la posicion de b se puede
elegir entre 4 posiciones y entonces la de c, de 3). Anah'cemos
las posibilidades para a, by cenel m’xmer_o qabc y de§pues mul-
tiplicaremos por 12 para considerar las distintas posiciones. !.a
primera posibilidades es que by c sean cugdrado§ Yy a cualquier
otro digito (distinto de by ¢); en este caso3 hay qué& escoger dos
de los tres nimeros 1, 4 y 9, lo cual es (3) = 3 (aqui no qebe-
mos considerar el orden entre b y ¢ pues cuando mylhphque-
mos por 12 ya se tomara en cuenta); una vez elegidos b ye
nos quedaran 7 posibilidades para a (pues a debe ser un digito
distinto de 0, de b y de ¢); asi en este subcaso hay (3)(7) = 2
posibilidades. Andlogamente, si by ¢ son 2 y 8 {en cualquier
orden), a tiene 7 posibilidades. Entonces el total en este caso
son 12(21 + 7) = 336.

o Ndmeros con dos cifras repetidas cada una: forma basica aabb
con a # b, considerando las distintas posiciones para a y f
En este caso la posicidn de a (que se puede escoger de (2)
= 6 formas) determina la de b. La eleccién de g y b (dos digi-
tos distintos cualesquiera) puede hacerse de (;) = 36 formas
(el papel de o y el de b es indistinguible en esta eleccwn,. pe-
ro una vez elegidos, al fijar cualquiera de ellos se determinan
sus posiciones). En este caso tenemos entonces (6)(36) = 216
posibilidades.

o Nimeros abed con a, b, ¢y d todos diferentes. Podemos pensar
que vamos a permitir todas las elecciones de. a, beyd (hgy
4! = 24 permutaciones) y considerar la eleccion de estos sin
repetir colecciones. En ese caso no pueden ser todos cuadra-
dos. Sia=2u8,b=23, c=6y dun cuadrado, entonces hay 6
posibilidades. Sie = 2, b = 8 y c Y d son cuadrados, entonces
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hay 3 posibilidades. En total hay 24(3 + 6) = 216 posibilidades

Sumando todos los resultad i
final es 3248. 0 parciales tenemos que el resultado

P
roblema 22 (Problema D del Examen Estatal de la 20a OMM Veracruz de 2006)

En el hexagono regular de Ia fi i
gura cada lado mide /3 y se dibuja-
ron dos cuadrados sobre los lados, como se muestra enyla(:ig::brgja

(a) Prueba que étriangulo AABC es equilatero.
(b) Encuentra lamedida de los lados de los cuadrados.

(c) Prueba que elérea del triangulo ABCD es 5-v8
T

Solucién Sean los puntos E, F, ¢ y H como en la figura

F E

H

(a) Tenemos que LEFG = 120° 5 ,
= or ser i -
gono regular. 5 p angulo interior de un hexa-

£EFG = 90° + LAFG,

entonces LAFG = 30°. De fa misma forma se puede probar

que LFGA = 30°, por lo que AFAG es isésceles con FA =
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CA. De esto se desprende que AABC es también isosceles
con AB = AC. Como {FAG =120y

{FAG + £GAC + LCAB + {BAF = 360°,

tenemos que £CAB = 60°. Por lo tanto AABC es equilatero.
{b) Sea P el pie de A en FG. Por ser triangulo isosceles, la altura
de AFAG también es bisectriz y mediatriz. Luego L FAP = 60°

7

y en consecuencia FP = —:% AP = % y AF = 1, ésta ultima
es la medida de los lados de los cuadrados.

(c) Primero calculamos ta medida del segmento F H, que es lame-
dida entre los lados paralelos del hexagono. Por el inciso ante-
rior sabemos que AF = 1, solo resta conocer la medidade AH.
Por Teorema el de Pitagoras aplicado a AAGH tenemos que
AH? = AG? + GH?, de donde AH = 2y por lo tanto

FH = AF + AH =3.

Como las alturas de los tridangulos AAFG y AABC son % y ?

respectivamente, entonces la altura de ABCD es

1 V3 5-v3
—FH---Y2_2"Y¥=
QR 2 2 2

Finalmente

|

2 4

(ABCD)=%~5—‘/§ 5-V3

Problema 23 (a) Sea F una familia de rectas en el plano que cumpla que cada
tres elementos de la familia F tiene un punto en comun. Prueba
que todas las rectas en la familia F' tienen un punto en coman.

(b) Sea G una familia de puntos en el plano que cumpla que cada
tres elementos de la familia G son colineales. Prueba que todos
los puntos de la familia G son colineales.

(c) Sean Fi, F; y F; tres familias de rectas en el plano tales que
cada tres rectas, cada una de diferente familia, tienen un punto
en comn. Prueba que todas las rectas de alguna de las fami-
lias Fy, F» y F; tienen un punto en comun.

Solucién (a) Si la familia F consta de a lo mas 3 rectas, entonces la con-
clusion se cumple facilmente. Vamos a suponer que la familia
tiene mas de 3 rectas diferentes. Sean Iy, [z y I3 tres elemen-
tos diferentes de la familia F, estas rectas, por hipétesis, tienen
un punto en comun, Hamémosle zo. Ahora sea [ ofro elemen-
to cualquiera de F. Probaremos que también pasa por zg. Si

~ consideramos las rectas [y, l; y [, tenemos que deben tener un
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rectas de la familia f Pasan por z,.

{b) El argumento de la prueba eg el mismo que de| problema an-
terior: tomamog T1; T2 ¥ x5 tres puntos diferentes en G, estos
son colineales, digamos que pertenecen a 1a rectg ly. Ahora, s
tomamos un cyarto punto, éste debe pertenecer tambign 3 lo.

(c) Tomemos tres rectas diferentes Ll yi; que pertenecen a
ByrR, respectivamente: notemos que sj no es posible hallar
estas rectas, entonces g menos habran dos familias que sean
iguales y contienen a una solg recta, y la conclusion es cier-
ta. Ahora, por hipétesis, &, b2y 13 son concurrentes, digamos
Que pasan por z,,. Tomemos Cualquier otra rectg | de cualquier
familia, digamos que pertenece a Fy. Entonces s; tomamos en
cuenta a la terna de rectas i, I, y I, estos deben ser concurren-
tes, y como l2 y I3 pasan por zy, I pasa Necesariamente por x;.
Si la recta Pertenece a F, ¢ 5 F3, la prueba eg similar. Por 1o

tanto, todas Iag rectas de cualquier familia pasan Por un mismo
punto.

Problema 24 Encuentra e maximo coman divisor entre 11...1 (2001 digitos) y
11-..1 (667 digitos).

Solucién 1 Como tenemos Jas siguientes igualdades

667 _
1...1 = M,
667

2001_
1...1 = %

2001
yad —1=(z - 1)(z? + 2+ 1), entonces

102001 _ 1
T 9(102001 _ 1) 103(667) _ 1

— — 1n2(667 667
0% -1 790977y = e = 10050 4 qeer |

En otras palabras, 11...1 divide all...1 porio que el maximo
3 . - 667 2001
comun divisores 11.. 1. .
667
Solucién 2 Notemos que

1...1 =(11...1)(100...0100...01),
2001 667 666 666

porloque11...1 dividea 1] . -1, entonces ¢} maximo coman divi-

11 1667 2001
Soresll...1.
RAgas-

667

I4

de 2005)
de la 19a OMM Veracruz

D del Examen Estatal

Problema 25 (Problema

i ituras del

En el triangulo equilatero AAB?’ idalal‘agztg::?a Zd.eLzrsaacada > dl

i3 intersecanenelpunto Hy ' Ja fado

trlang;lo ggr:rs‘:fuye un fridngulo AXY Z que tiene ::gg: zzrz oS

es AICBCe las rectas AH, BH y CH cortan a lo; Ty
f:n D Eyy F, respectivamente. Si HD = 2k, HE =

" o
icuanto mide el lado del tridngulo AXY Z7

Como AABC ié el
ila las alturas también toman
i0 equildtero, entonces " o
Soluctont =2 ?de mediaensasqy éstas se cortan a un tercio de su longitud, p
papel

e
esto, la altura de AABC es 3k. Luego, observemos qu

(AABC) = g(—gﬂ=3k, ,
XY(HF) | YZ(HD) XZ(2HE)‘
(bXYZ) = — :

' Y, YZy XZ, respec-
AC son paralelos a X ,
f i 022130;%"5663‘ yAX Y Z también es equilatero. Liamaremos al
ivamente,
lado de éste m. Entonces, |
9km
4km  2km  3km %’f(4+2+3) - %m,

(AXYZ)= ——+ =+~ =

) 8 ralelos
Los cuadritdteros (ABY X), (BCZY) y (gg fic( ; g:n—er;c ,;::specﬁ-
dos de sus lados y sus alturas son 4k — k,
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Solucién 2 Llamemos 0, P Yy Q a las interseccion
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vamente. Asi tenemos

3k{m +2)
2 3
k(m +2)
2 )
(40zx) - Hrt2)

(ABY X)

(BCzY)

Sustituyendo el valor de cada una de Ia

st S are i
e as obtenidas en la re-

(AXYZ) = (AABC) + (ABYX) + (BCZY) + (ACzX),

obtenemos la ecuacion

9
%=3k+3k(m+2)+Ic(m+2)Jr 2k(m +2)
2 2 2 !

la cual es equivalente a 3m = 2 +2(m+2), cuya solucién es m := 6

es de AD con CB, BE ¢

jg y CE con AB, respectivamente. Como Q es el pie de ¢ 22
ten, también es punto medio. Luego, por el Teorema de Pitagoras
t irnos que CQ = /3. Ademas, AABC es equilatero y sus alturas
ambien cumplen con la funcién de medianas, por Io que se cortan

a un tercio de su longitud y asi tenemos que k = i?_’
. 3

X S F T Y

Sean M y N las intersecciones de
k AC y AB con Y Z, respecti-
:/g)nente. El tridngulo AAMN es semejante a AABC, por l;’ z(::t:e
4 s su altura. Como AAMN es equilatero, tenemos que AD =
R =2k + 2k = 4k, donde R es el pie de M en AN.
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Sean S y T las intersecciones de AC y MR con XY, respectiva-
mente. E! fridngulo AMSY es semejante a AAMN, por lo tanto es
equilatero. Ademas MT essualturay MT = MR+QF = 4k+3k =
7k. Llamemos ahora U al pie de ¥ en MS, y V a la interseccion
de UY con XZ. Sabemos que AXYZ es equildtero, por lo que
MT = UY. Ademas VY = UY + PE = Tk + 2k = 9k, es decir la

altura de AXY Z mide 3+/3.
Finalmente tenemos la siguiente relacion de semejanza con los
triangulos ACQB y AZFY,
cQ _ zF
cB ~ Zy’
v3o_ 33
2 Zy’

Por lo que ZY = 6.

Problema 26 (Problema E del Examen Estatal de la 25a OMM Veracruz de 2011)

La siguiente figura muestra algunas de 2011 circunferencias Ky, K2,
Ks, ..., Kapn: que tienen sus centros sobre la recta r, son todas
tangentes a la recta t y cada circunferencia es tangente a la circun-
ferencia anterior; agemés los radios de las dos primeras circunfe-
rencias K; y C; miden respectivamente 1y 2.

Si P es el punto de interseccion de r con ¢, O11 €S €l centro de
Kao11 ¥ Paony €s el punto de tangencia de Ky11 con t, encuentra el
area del triangulo determinado por los puntos P, Oon1 ¥ Pao11-

Kao11

K K2 Oz011

Paonr

Solucion Sea Q el punto de interseccion de fa circunferencia K; conlarectar
como en la figura y hagamos z = PQ. Sean 0y, Oz y O3 los centros
de las circunferencias K3, Kz y K3 respectivamente; y sean Py, P;
y P; los puntos de tangencia de las circunferencias K1, Ky ¥ K3 con
la recta t respectivamente.
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K3

Tenemos que POy, POy y P30; son todos perpendiculares 3 ¢;
luego, utilizando  criterio AA, se sigue que los triangulos APP, 0;,
APP,O, y APP30; son semejantes entre si.
Considerando que APP,O; y APP,O, son semejantes y que las
circunferencias K; y K, tienen radios igualesa 1y 2 respectivamen-
te, entonces

z+1 1

z+4 2
por lo que = = 2 yen consecuencia PO, = 3. Siy es el radio de Ia
circunferencia K5 entonces, considerando que APP,O, y APP;0,4
$on semejantes,

1
. 8+y gy
dedonde y = 4 = 22, Andlogamente, si 2 es el radio de la circunfe-
rencia ICy entonces
3 1
, 16+z 2
de donde z = 8 = 93, Ep general se puede ver que el radio de
la circunferencia X, es igual a 2"~1, por lo que el radio de de Ia
circunferencia Koy es igual a 22010,
Por el Teorema de Pitagoras aplicado a APP0y, tenemos que
PP = 9T = 2/2. Como APP0y y APPyy110101; sON se-
mejantes, entonces

PPyou _ PaoniOron

PPl P]Ol

Por lo tanto PPyy;; = (2v2)(2%°19). Finalmente el 4rea del tridngulo
determinado por los puntos P, Oy, y Pyy; €8

(PPyo11)(O2011Paony) _ (2/2)(22010)(g2010)
2 2

= 94020, /5

Problema 27 (Problema A dei Examen Estatal de la 21a OMM Veracruz de 2007)
En la siguiente Cuadricula, se puede colocar un 1 o un —1en cada
casilla. ,De cuantas maneras diferentes se puede llenar la cuadricy-

la si se requiere que la suma de los numeros en cada fila y en cada
columna sea cero?
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Solucion Observemos que para obtener cero en una fila, forzosamente se de-
ben colocar cuatro 1 y cuatro ~1y una vez colocados‘ estos en uqa
~ fila, s6lo basta rellenar cada columna con el uno de signo contrario
para obtener cero también en la columna. o
Entonces nuestro problema sélo se reduce a dISt‘rlbUII’ cuatrolo -1
en ocho casillas. Por lo tanto, las maneras posibles de rellenar la

cuadricula son
8! 8!

(i)=m=m=m.

BC un tridangulo acutdngulo. Una circunferencia S que pasa
Problema 28 Esf BA ;/4 C cortaa Iai bisectrices de LABC y LACB en los puntos
M y N, respectivamente. Sea P el punto en d_ondg la rec'tg MN
corta a AB. Demuestra que si la circunferencia mssnta al triangulo
AABC es tangente a AB en P, entonces BC es didmetro de S.

Solucion Sea I elincentro de AABC, interseccién de las bisectrices BM con
CN.

[ C
Por ser BC M N un cuadrilatero ciclico, entonces {CBM = {CNM.

Ademas al ser BM bisectriz de {ABC, tenemos que {ABM =
£CBM. De esta manera se cumple que

4PBI = {ABM = {CBM =4CNM = LINM.

Y como £PNI + £INM =180°, entonces {PNI + £PBI = 180°,
de donde BINP es ciclico.
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Problema 29 Determina todos los

Solucién

Solucién 2
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Ahora, como I es el incentro de AAB

&{?PI = 90°, por ser angulos inscrito
crita al cuadrilatero BIN P, entonces

4{BNC = {BNI =9(°,

lo cual implica que BC es didmetro de S.

90 enteros distintes tomados del 1 al 100.

1 La menor suma se obtiene considerando los primeros 90 enteros
Sm=142+4---+90= 09_());&1) = 45(91),

mientras que la mayor suma se obti
enteros

SM=11+12+---+100=(9_0)§1L1)=45(111).

Demostraremos que todo nimero

escribir como suma de 90 ntimero

oot s distintos tomados del 1 al 100.

Sy = k+(k+1) 4.+ (k+89),
Ry (k+1)+(k+2)+~~+(k+90)

]

!

conl <k < 10.Como Sy = 90k+45(80) y R, = 90k+45(91) = S

90, entonces sin esun entero tal que S,
n esdelaforma Sy +r con 1 <7 < 90.Luego, para escribiran, como
suma de 90 enteros distintos tomados del 1 al 100, basta sumarle 1
acada uno‘de los 7 sumandos mas grandes de S;. Por lo tanto, los
valores posibles parala suma de 90 enteros distintos tomados d'el 1
al 100, son todos los enteros 7, tales que 45(91) < n < 45(111)

< n < Ry, necesariamente

Sean
Sn = 1424480 @3)2(9_1) = 45(91),
S = 11412+---+100= % = 45(111),
la sumas menory mayor respectivamente, que se obtienen al sumar

go enteros distintos omados del 1 a 100. Supongamos que b >
m NO pqet.je ser oblenido como la suma de una eleccion de 90
enteros distintos tomados del 1 a) 100, mientras que b — 1 sf puede

ser obtenido como una de tales
sumas. Sean1 < g
ago < 100 tales que SHsm<<

b-1=a1+a3+- +ag.

C'y el incirculo es tangent
a ABen P, entonces PJ es perpendicular a AB. Y como AB?V I :

S en la circunferencia circuns-

posibles resultados que se obtienen al sumar

ene sumando los ltimos 90

entero entre S, Y Sar se puede

Problema 30

Solucion

Problema 31

Solucién

77

Tenemos entonces que agy = 100, pues de otro modo sustituyendo
@gp POr agy + 1 obtendriamos b, lo cual no es posible. Por el mismo
argumento, tenemos que a;—, = a; — 1 para 2 < ¢ < 90. Luego,

b=3S5u+1> S,

lo que prueba que todo entero entre S,, v Sy (incluyéndolos), po-
demos escribirlo como una suma de 90 enteros distintos tomados
del 1 al 100.

Encuentra todos los numeros enteros positivos b y k que son solu-

cién de la ecuacion
B+1=k(b-1). .

Como b2 + 1 = k(b - 1), entonces tenemos la siguiente cadena de
congruencias.
¥+1 = 0 (médb-1)
(#*-1)+2 = 0 (médb-1)
2 = 0 (médb-1)

lo cual significa que b — 1 divide a 2. Asi que los Unicos casos posi-
blesesqueb—1=10bienb -1 = 2. Por lo tanto, las soluciones
posiblessonb=2,k=5yb=3,k=5.

En una cércel diez reos estan condenados a muerte y se les vaa
dar una (iltima oportunidad para salvarse.

Se pondrén los diez en una fila y a cada uno se le pondra un som-
brero, ya sea blanco o negro. Cada reo solo podra ver el color de los
sombreros de sus compaiieros de adelante (no podra ver el suyo ni
ninguno de los de atras). Se les ira preguntando, a uno por uno,
empezando por el tltimo de la fila y en orden hasta terminar con el
primero: “¢ cual es el color de su sombrero?”

Si un reo le atina a su color salva su vida, en caso contrario fo ma-
tan. ;Cdomo le pueden hacer los reos para que se salven al menos
nueve de ellos?

El reo nimero 10, que es el primero en hablar, ve 9 sombreros de
dos colores posibles. De un color debe haber un nimero par y del
otro uno impar. Los reos se pueden poner de acuerdo para que el
reo ntmero 10 diga el color del que ve un nimero par, de esta forma
el reo numero 9 sabra de que color es su sombrero, ya que cuenta
el nimero de sombreros que ve del color que dijo su compaiiero:
si sigue siendo par, su sombrero es del otro color, y si es impar, su
sombrero es de ese color.

Asl cada uno de los siguientes reos cuenta el nimero de sombreros
que ve del color que dijo el reo nimero 10 y a ese niimero le suma
la cantidad de veces que sus otros comparieros han dicho el color,
si el nimero que le da es par, entonces su sombrero es del otro
color y si es impar, su sombrero es de ese color. De esta forma el
{nico que quiza no se salva es el reo nimero 10.




78 CAPITULO 5. SOLUCIONES PROBLEMAS DE ENTRENAMIENTO

Problema 32 Considerala siguiente figura, en donde £ABQ = LQBP = {PBC =
6. Demuestra que

AM CP_
ANTCQ

Solucién Observemos que como abrazan Ia misma cuerda, {BAC = LBQC.
Ademés como N y M son colineales con A y C, entonces {BAN =
4BAM = £BAC. Y como P estien el segmento QC entonces

4BQP = {BQC.

De esta manera se cumple que {BAN = {BQCy {ABN =26 =

£QBC, luego por e criterio AA los triangulos AABN y AQBC son
semejantes.

De forma analoga, como L BAM - {BQPy{ABM =0 = £QBP,
por el criterio AA tenemos que los triangulos ABAM y ABQP tam-
bién son semejantes.

A partir de estas semejanzas de

tridngulos tenemos que se cum-
plen las relaciones

AB AN
QB ~ QC’
AB  AM
QB ~ Qpr
En consecuencia AN - A 0 equivalentemente
Qc ~gp °
AM QP
"AN ~ QC’

! P . .
Finalmente, sumando —g en ambos lados de la ditima expresion y
usando el hecho de que QC = QP + PC obtenemos

AM PC_QP+PC_Qp+pC_1

aNtocToctge= oo =t

1

A
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Problema 33 (Problema 1 del Examen Nacional de la 22a OMM 2008)

e = ivisores del entero
Seanl=d; < dp < d3 < fdk nlos d S
positivo . Encuentra todos los nimeros n tales que n = d5 + d3.

Solucién Primero notemos que todo nimero par elevac,!o a cu.alqmer Ipot:(?-
cia, resulta ser un pumero par, y que todo nimero |mp:;,1r eevS 2o
a cualquier potencia, resulta impar. Vemos que do vale al menos 2.
Procedamos por casos.

2 3 {
o Tanto dz como d3 son impares. En este caso, n = d; + d3 seria
par, por lo que da, €l primer divisor mayor que 1 tendria que ser
2. esto contradice a que dy es impar, por lo que este caso no es
posible.

. 3 s -
o dy es par y dz €s impar. Aqui n = d% + d3 seria un- m:me;o
impar, por lo que ningdn divisor puede ser par, en particular, d,
no seria impar. Este caso tampoco puede darse.

o dy es impary ds es par. Si d; es par, entonces n debe ser par, y
¢l primer divisor distinto de 1 tiene que ser 2, por lo que dy =2
Este caso entonces tampoco puede darse.

o Tanto d; como d3 son pares. En este caso, n = d2 f+ d3 eds ulg
namero par, por lo que ds tiene que valer 2. Si ds uerad_ gor
forma d; = 2q, donde g es impar, entonces q seria ,und l(\jllsbe
menor a dz y distinto de dz, y eso no es posible. Asi, d3 ed
ser de la forma 2p donde p es un r)ume{o par, por lo qule I;
tiene qué valer 4. Por lo tanto, el tnico nimero que cumple la .
condicion es

n=22+43=4+64=68.

34 Un namero de cubos de lado uno se colocan juntos para form.ar un
probiem ubo més grande y algunas de las caras del cubo grande se pintan.
cDespués de pintado se vuelven a separar los cubos y ven?rcl)tzjau:
45 cubos de lado uno no tienen ninguna de sus caras pi .
¢ Cuéntas caras del cubo grande se pintaron?

Solucién 1 Observemos que, si las caras del cubo grande estuwese||:1 fo;r;'na_f:lg?
por 3 cubos unitarios (de lado uno), teqdrlamos un tota le ;de
cubos unitarios por lo que resultaria mgosgble ;?lnta!r a gl.:)na g
las caras y obtener, al final, 45 cubos umtapos sin pintar. T, e_én
manera, el primer cubo que puede ser analizado para gar soluci
al problema es aquel cuyas caras miden 4 cubos unitarios.

Numeremos las caras del cubo grande como si fuera un da?:, ei:
donde la cara opuesta a la nimero I es la cara VI, la opuesta a
caraIT'eslaVylaopuestaallleslacaralV.
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I

I7

Supongamos que tenemos un cubo de longitud 4 cubos unitarios. Si
pintamos una de sus caras, digamos la cara I, habremos pintado 16
cubos pequefios; dado que el total de cubos pequerios es 43 — g4
Yy 64 ~ 16 = 48 debemos pintar alguna otra cara del cubo grande

de la cara I). Claramente, en ninguno de los dos Casos es posible
obtener 45 cubos unitarios no pintados.

Analicemos ahora un cubo de longitud 5 cubos unitarios. Entonces,
el total de cubos unitarios sers 53 = 125 por lo que, si queremos que
45 de ellos queden sin ser pintados, deberemos pintar un total de 80,
Empecemos pintando la cara 1 , €8 decir 25 cubos unitarios, si pinta-
mos ahora la cara V1 habremos pintado otros 25 cubos pequeiios,
las opciones Para seguir pintando son lag caras adyacentes a las
ya pintadas, es decir, alguna de las caras IL I IV o V: sin im-

Por tanto, se pintaron 4 caras de un cubo de longitud 5 cubos unita-
rios.

Observemos que si tenemos un cubo formado por 6 x 6 x g cubi-
tos, el cubo que esta en la parte interior def cubo mayor es un cubo
dedx4x4=4g4 cubitos que no estarsn pintados y el problema
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5 0s
Si unicamente pintamos una cara del Cl:ibo df ti 504 t>; rz]la:zrr;]dorser;\ue
i i intadas. Luego,
3 x 4 x 4 = 48 cubitos sin caras pin e
pintar al menos dos caras del cubo dg 4 x4 x 4, pero estc()) :Tc: pac:ten
mos hacer de dos formas, es decir: pintar dos cara:ric;ttj: gn c;; e
i i tienen una )
na arista o pintar dos caras que no ool
;J\nalicemos cada caso. Supongamos que :engg;sog%s :z;’ris‘lpr "
ista. Entonces, ten
das que comparten una aris ' X
itos sin pi i 45. Ahora analicemo!
cubitos sin pintar y necesitamos tener e
donde tenemos dos caras pintadas que ;1:) cc;rigp;;tg: Lg:)? I;(a)ntsa &
= 32 cubitos .
n este caso tenemos 2 x4 x4 =3 . > sin i
t% no hay posibilidad de obtener 45 cubitos smlpu}ﬁre S:I:eu:ug‘ijtgs
: i pi as caras el nd
de 4 x 4 x 4, ya que si pintamos mas Py
in pi : los cubos formados por un n
sin pintar sera menor. Para C o8 por un ncmero me-
de cubitos tampoco hay solucion, ya qu N >
3345 cubitos. En el caso en que el cubo grange es;i of:rprr;(lij&; ggs
i i A3x3x3=27cu
5 x § x 5 cubitos, siempre habra Dios peguonbs
i i la parte interior de
e no tienen caras pintadas y que forman ¢ ”
grande Veamos qué debemos pintar parabobéen:rxli c):(uglté):b;?:s
in pint i del cubo de \
sin pintar. Al igual gue en el caso o
tenepmos varios casos. Pensemos en el' cgbo desx5x5 co::jgmos
caja con 4 paredes, la base y la tapa. Si pnntamos'4 c':aras,2 p g
hacerlo de 4 formas: pintar 3 paredes y la tgpa, pintar rezes "
que compartan una arista, la base y la tapa; pmtgrtc::?s4 p;aredes e
i la tapa; o pin
no compartan una arista, la bqse y o Gotalontes
i tapa. Los primeros dos casos ! i
D enemos (3 5 14 bitos sin pintar, pero solo ne
nemos (3 x 4) + (3 x 3) = 21 cubito : , o ne-
Zet:itamos 1(8. Los otros dos casos son equn;\alz:jtezs’ri sle8 Obt;:nci '
' itos sin pi lo tanto habra =
x 3 x 2 = 18 cubitos sin pintar y por . "
gitos que no tienen caras pintadas. Por lo tanto, se pintaron 4 car.
del cubo grande (que es un cubo de 5 x 5 x 5 cubitos).

2 i . Sean
Problema 35 Sean AABC un triangulo acutangulo y X el pie de A en BC

Y y Z los pies de A en las tangentes al circuncirculo de A/:IEUC; r(:tl::
pasan por By C respectivamente. Si AY =2y ﬁlZ =| 5, eA oo
el valor de AX. Ademas demuestra que los triangulos

AAZX son semejantes.

i i-inscri a un mismo
Solucién Por ser angulos inscritos y semi-inscritos que abrazan

as LAXB = 90° = LAZC,
, LABC = LACZ. Como ademas ¢
::)?el criterio AA tenemos que AABX y AACZ son semejantes,

de donde

AX _ AB
AZ T AC
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Anélogamente podemos ver que AAY By AAXC son semejantes,

de donde
AY AB
AX T AC
Por lo tanto tenemos que
AX AB AY
AZ " AC T Ax°

se sigue que AX? = AY . AZ. Sustituyendo los valores AY = 2 y
AZ =5, tenemos que AX = /10.

Ademés, como AABX ~ AACZ y AAY B ~ AAXC, entonces
AYAX '

I

{YAB + {BAX
LXAC+ LCAZ
= 4XAZ.

Considerando. la relacion de proporcionalidad encontrada anterior-

mente, por el criterio LAL concluimos que los tridngulos AAXY y
AAZX son semejantes.

Problema 36 Un hombre del desierto dejé dicho en su testamento que sus fres

hijos debian recibir ta n-ésima, la m-ésima y la t-ésima parte de
su rebaiio de camellos, respectivamente. EI hombre tenia N came-
llos, con N > 3, en el rebafio cuando muri6, en donde N + 1 es
miltiplo comdn de m, n y t. Como los tres ‘hijos no puedieron dividir

N exactamente en m, n, y ¢ partes, mandaron llamar a Pablo para

que les ayudara a resolver el problema. Pablo llegé con su propio
camello, el cual se sumé al rebaiio. Entonces el rebafio fue dividi-
do de acuerdo a los deseos del hombre. Pablo tomé su camelio de
vuelta, el cual sobré después de la reparticion. Determina todas fas
soluciones posibles (m,n,t, N).

Solucién Estamos buscando un entero N 2 3 y enteros positivos 7, myt

cada uno de los cuales dividaa N + 1 y que

1 1 1
(;+;+;)(N+l)—N

b |
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o de manera equivalente
1 1 N
Lililo o
n m t N+1
<t
Sin pérdida de generalidad, supongamos que 5 < n <m <
Entonces
11 1.1
t " m " m~ 5
de donde 1 3
N _1,1,1.3
N+1 n m t~5

<
Esdecir, N < § lo que contradice que N > 3. Por lo tanto,2<n <
4 (sin =1, entonces ndividriaaNyaN + 1). Dividimos en casos.
Caso 1. Sin = 4, entonces

1,1 3N-1

mtiTwie

Sim > 5, entonces 111
L =< =

t " m™ 5

y en consecuencia IN-1 . 2
4N+47 5

13 i o tanto, m = 4
de modoque N < 7 < 2 1o cual no es posible. Por |
ya que m > n. Entonces,

2N +2 4
t=x-7=%t§y_1

de donde N — 1 debe dividir a 4. Es facil ver que las ﬂmczs—p::l;ljz
dadesson N =5y N =3.Si N =5, entonces t = 3’§ _solucién
es una contradiccion. Por lotanto, N =3,t =4y la tnica

para (n,m,t, N) en este caso es _

(4,4,4,3),

i i melio.
es decir, cada uno recibe un ca o .
Caso 2. Si n = 3, entonces un argumento similar al caso anterio
muestra que m = 4 0 m = 3. Si m = 4, entonces

_12N+12
T 5N-7
dividit
de donde 5N — 7 debe dividir a 12N +12. Luego, 5N — 7 debe dividi

a
5(12N +12) - 12(5N - 7) = 144,
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Como N + 1 es miitiplo de 3 Yy 4, entonces N > 11. Es facil ver
que la tnica posibildad es 5N — 7 = 48, de modo que N =11y
t = 3. Esto contradice nuevamente que m < ¢. De manera analoga,
sim=3entonces N=50 N = 11, de donde (n,m,t, N) es

(3,3,6,5) o bien (3,3,4,11),

respectivamente.

Caso 3. Sin = 2, de manera similar a los casos anteriores encon-
tramos que m = 6,5,4 0 3, lo que nos da 9 soluciones mas para
(n,m,t, N), a saber

(2,6,6,5),(2,4,8,7),(2,5,5,9),

(2.3,12,11),(2,4,6,11),(2,3,9,17),
(2,4,5,19),(2,3,8,23),(2,3,7,41).

Problema 37 A cada vértice de un cubo se le asigna el valorde +16 —1, y a cada
cara el producto de los valores asignados a sus vértices. ¢ Qué va-
lores puede tomar la suma de los 14 nimeros asi obtenidos?

Solucidn Si un vértice tiene un nimero a, entonces ese nlimero aparece co-
mo factor en 3 caras, asi que si hacemos el producto de los valores
de los 8 vértices y el de las 6 caras, tenemos que el ndmero a apa-
rece elevado a la cuarta potencia, y todo ¢! producto vale 1. Esto
nos dice que hay un atimero par de —1, digamos 1, y un nGmero
par de 1, digamos P.

Si S es la suma de los 14 nimeros, entonces tenemos que P+ J =
14y P ~1 =5,y obtenemos § = 2P — 14, donde P es un nimero
par. Entonces, los posbles valores de S-son

—14,-10,-6,-2,2,6,10y 14.

El 14 no se logra, pues no se da que todos los niimeros puedan
ser —1. EI 10 tampoco es posible, porgue deben haber 12 ntimeros
positivos y 2 negativosy esto no es posible. Si un vértice es negati-
Vo, § = 6 y si sélo hay un vértice positivo, S = —6. Si dos vértices
son negativos, S puede tomar los valores de -2,26 6, y finalmente,
si dos vértices son positivos, S = <106 § = —6. Asl, los posibles
valores son

~10,-6,-2,2,6y 14.

Problema 38 Hay 2n + 1 duendes. Alprincipio cada duende tiene n amigos entre
los deméas duendes. Cada dia cada duende se convierte en amigo
de los amigos de sus amigos. Prueba que debe llegar el dia en que
todos sean amigos entre si.

Solucién Consideremos la grafica de amistades, es decir, pongamos un pun-
to por cada duende y una linea uniendo a dos puntos si los duendes
correspondientes son amigos.
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Es claro que basta fijarse en un duende cua(quuielra )('j :r:loébsar ét:g
: igo de todos los .
llega un momento en que €l es amig omes. Pae
: ié e hay un camino form
ésto también es claro que basta ver qu
por las lineas de la grafica que une a eie duende con todos los
demas (es decir, que la gréfica es cone.xa .
Como al principio cada duende es amigo den duendesd, c?n erlléc;ls-
ya esta conectado, de manera que un bloq:ebgonex?‘ di ezd% "
Si hubiera u
tiene por lo menos n + 1 elementos. ’
22nectadg con este blogque, él mismo perter'mecena aun b(ljoqt:‘e(aj :Se
n+ 1 duendes separado del primero. Pero solo hay 2n+ 1 due 2
asf que esto no es posible. o
: loca un punto arbitrario
entro de un hexagono ABCDEf‘ se ol itr:
Problema 32 (D; y se trazan segmentos desde éste a cada uno de Igs Xegggs
del hexagono, formando seis triangulos AABG, ABCG, a|ter:
ADEG, AEFG y AAFG, los cuales se cc?lorean en forma
nada de; blanco y negro. Demuestra que el area de color blanco es
igual al area de color negro. _
: do como indica el
i ideremos el hexagono ABCDEF co!orea 4 a el
Solucton C;%T;ﬁa. Sobre los fados AF y CD construimos triangulos equn?te
?os AAFH y ACID respectivamente, y trazamos los segmentos
que unen a los puntos H y I con G, como en la figura.
H
A

En el triangulo ABGH tenemos que (AAHG) = (ABAG) por te-

i i . Andlogamente, (ACBG) =
ner la misma base y la misma altura
(ACIG), (ADIG) = (AEDG) y (AFEG) = (AHFG). Luego

(AHFG)+(DEDG) +(ACBG) = (CGDI)+(ABAG) +(AFEG).

Si restamos de esta ecuacion las areas que no interesan (I:s triangu-
los equilateros que construimos al principio), tenemos qu 7

G) - (AAFH) + (AEDG) + (ACBG) =
o (CGDI) - (ACID) + (ABAG) + (AFEG).




86 CAPITULO 5. SOLUCIONES PROBLEMAS DE ENTRENAMIENTO

De donde

(AAFGH(AEDG) + (ACBG) =
(ADCG) + (ABAG) + (AFEG).

Pr f
oblema 40 s_rmzuentra todos' los nimeros formados por cuatro digitos (todos

n;z sm;?zair;;r:a ?;) qus cumplen con la siguiente propiedad: Si sy-
O Tormado por sus dos primeros digit i

formado por sus dos ltimos diqi i o i oo
SUS igitos, obtienes el numero fo

por sus dos digitos centrales. Es decir, abed es un nimero dgr:;i(-,

tro digitos que cumple la propiedad si b + cd = be.

so * v T ’
lucién S; :I:cd €s un numere que cumple la condicién del problema, enton-
enemos que 10a + b+ 10c+d = 10b + ¢, 0 equivalentemente

10 +d =9(b - c).

sOebtsi:;\ée:;c;s q:; 10a + d es miltiplo de 9. De Ia igualdad obtenida
ot a+d =9%b-c—a), por lo que también ¢ + d es maitiplo
Qg:)rat, a ‘no puede ser 0, pues el nimero abed seria de 3 digitos
o otro ado, a tampoco puede tomar el valor de 9, pues por |6
-anterior, d tendria que valer 0 y por la primer igualdad, b — ¢ tendria

‘que valer 10, lo cual no es posible. Asf
valer 10, . ue
los siguientes valores Aue lpar (e, ) puede tomar

(a” d) = (1’8)’ (2’ 7)’ (3) 6)7 (47 5)7 (5¥4)’ (6’ 3)’ (7Y 2)7 (81 1)‘

Tomemos el primer caso, cuando (a,d)

= (1,8). De la primer igual-
dad se tiene que b — ¢= 1 i

» €n este casc b- ¢ = 2 y tomando

€n cuenta que los digkos son distinto
o e o S, entonces el par (b, ¢) puede

(b’ C) = (210)1 (41 2)a (5’ 3)1 (6)4)’ (71 5)’ (9, 7)

(a, d) = (178); (bsc) = (2:0)’(4’ 2)1 (513): (614)a (7, 5)’(91 7).

(6,d) = (2,7); (be)= (3,0),(4,1),(6,3), (8,5), (9, 6).
(a,d) = (3,6); (be) = (4,0),(5,1),(8,4),(9,5).

(a,d) = (4,5); (b,e) =8, 1),(7,2),(8,3).

(a,d) = (5,4); (b,e) =5, 0),(7,1),(8,2),(9,3).

(a,d) = (6,3); (b, = (7,0),(8,1), (9, 2).

(a,d) = (7,2); (b,0)= (8,0),(9,1).

(0,d) = (8,1); (b,¢) = (9,0).
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Problema 41 Sea AABC un tridngulo rectangulo con angulo recto en £C. Sea
D el punto medio del arco AC en el circuncirculo de AABC. Sea
E el pie de D en BC, F la interseccion de AE con el circuncirculo
y M lainterseccion de BF con DE. Demuestra que M es el punto
medio de DE.

Solucion Sea C; el circuncirculo de AABC. Como {ACB = 90° entonces
AB es el diametro de C,. Si O el centro de C;, entonces AAOC es
isdsceles, de donde DO y AC son perpendiculares. Como ademas
BC también perpendicular a AC, entonces DOy BC son paralelos;
de donde DE es tangente a C;, ya que DE y OD son perpendicu-
lares.

Sea C, el circuncirculo de ABEF. Como {BFE = 90°, entonces
DE es tangente a C,. De esta manera DE es la tangente comin a
C] Yy Cz.

Como B y F son los puntos de interseccion de C; y Cs, entonces
BF es el eje radical de C; y Co. Y como el eje radical corta a la
tangente comtin DE en M, entonces M es el punto medio de DE.

Problema 42 (Problema 3 del Examen Nacional de la 17a OMM 2003)
En una fiesta hay el mismo numero n de muchachos que de mucha-
chas. Supongamos que a cada muchacha le gustan e muchachos y
que a cada muchacho le gustan b muchachas. ¢ Cudles son los va-
lores de a y b para los cuales podemos asegurar que forzosamente
hay un muchacho y una muchacha que se gustan mutuamente?

Son los valores de a y b que cumplen a + b > n. Probemos primero
que si a + b > n, entonces forzosamente hay un muchacho y una
muchacha que se gustan mutuamente.

Primera forma. Supondremos que no hay dos que se gustan mu-
tuamente y demostraremos que a + b < n. A cada quien le pregun-
tamos quienes le gustan y hacemos la lista de parejas en las que
alguno de los dos le gusta al otro. Como no hay dos que se gusten
mutuamente, al hacer as la lista no obtenemos parejas repetidas.
Por lo tanto obtenemos a lo mas n? parejas en la lista. Por otra parte
por cada muchacha obtenemos a parejas y por cada muchacho b,

Solucion
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de modo que obtenemos exactamente an + bn j
= (a + b) n parejas.
Entonces, (a + b)n < n? de donde a + b < n. (a+8)m pare

Segunda forma. El argumento utilizado es similar que el anterior.
Numeramos los muchachos y las muchachas con los ndmeros de 1
gl n, y hacemos una tabla de n x n en la que el cuadro en el rengién
¢ y la columna j lo pintamos de rojo si a la muchacha i le gusta
el muc_hacho J, de azul si fa muchacha i le gusta al muchacho J
y lo dejamos sin pintar en ofro caso. Si no hay dos que se gusten
mutuamente, ninguna casilla se pinta tanto de rojo como de azul. En
cada renglén hay a casillas rojas y en cada columna hay b azu‘les
de modo que en total hay (a + b) n casillas pintadas. Por lo tanto'
(a+d)n <n? esdecira+b<n. '

Tercera forma. Supongamos que a + b > n. Como a cada mucha-
cha le gustan a muchachos, en total hay an “gustos” de parte de las
mui:hachas. Entonees, a algin muchacho le tocan al menos q ‘gus-
tos”, es decir, hay alglin muchacho popular que fe gusta a al menos
a muchachas. Come al muchacho popular le gustan b muchachas y
a + b > n, las a muchachas a las que les gusta ylas bque le gustan
aél no pueden todas distintas. Por lo tanto existe una muchacha
con quien se gustan mutuamente.

Ahora probemos que sia + b < n puede suceder que no haya una
. muchacha y un muchacho que se gusten mutuamente.

F?rma 1. Etiquetamos a los muchachos y a las muchachas con los
numeros del 1 al n. fmaginemos que a la muchacha i le gustan lcs
muchachos 4, i +1,..., i+ a — 1 (los nGmeros se toman médulo n)
y que al muchacho j le gustan las muchachas j + 1, J+2,..,5+0b
En este caso no hay dos que se gusten mutuamente..En efécto si
a la muchacha i le gusta el muchacho j, j debe seruno de ; z+ 1
.. i+ a—1, digamos i + t. Entonces, al muchacho jle gust,an las’
muchachas i-+t+1,i+t+2, ..., i4+t+b. El primero de esos nimeros
esalmenosi+1yelditimoesalomasi+a+b—1 <i4+n-1
es decir que ninguno es i (0 i + n). - ’
Forma 2 Par lo que se vio en la segunda forma de la primera parte
basta pintar una cuadricula de manera que haya q cuadros rojos er;
cha renglon y b azues en cada columna. Empezamos pintando los
primeros a cuadros del primer renglén de rojo. El segundo renglon
lo hacemos como & primero con los cuadros rojos recorridos un
lugar a la derecha. El tercero es el segundo recorrido, etc. Cuando
a la hora de recorrer un cuadro rojo se salga por el borde de Ja
cuadricula lo pasamos al principio de su renglon. Obtenemos una
cuadricula con a cuadros rojos en cada renglén y n — q cuadros
vaclos en cada columna. Como n — ¢ > b podemos simplemente
elegir b cuadros de cada columna y pintarlos de azul.

Forma 3. Elegimos a+ b niimeros distintos entre lyn, digamos r;
T2: ..., Ta, 81, 82, .. 5. IMaginemos una fiesta donde a la mucha-'
cha i le gusta el muchacho j si i — j es congruente médulo n con un

Problema 43

Solucion 1
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si. Asi es facil ver que a cada muchacha le gustan a muchachos: a
la muchacha ¢ le gustan los muchachos i — 7y, i — 12, ..., 1 —Ta
(modulo n). Andlogamente a cada muchacho le gustan b mucha-
chas. Ademas, no hay dos que se gusten mutuamente, pues ¢ — j
es congruente con a lo mas uno de los ¢ + b nimeros r1, 2, .., e,
81, 82y - s Sb-

(Problema 3 del Tercer Examen Estatal de la 18a OMM San Luis
Potosi de 2004)

¢ Existen enteros a y b de 2004 digitos cada uno, con la propiedad
de que los digitos de b son una reordenacion de los digitos de a, y
los digitos de a+b son puros nueves? ¢ Existen dos enteros de 2005
digitos con la misma propiedad? Justifica tus respuestas.

Nota: 0123 se toma como el nimero de 3 digitos 123.

Si existen enteros ¢ y b de 2004 digitos con la propiedad que se
exige. El niimero o con 5 en los lugares impares (de izquierda a

derecha) y 4 en los lugares pares, es decir
a = 5454545454 . .. 5456454,
y el nimero b con 5 en los lugares pares y 4 en los impares,
b = 454545454 . . .454545,

claramente satisfacen que

a4 b=999999999 ...999999.

Para determinar si existen dos enteros de 2005 digitos con la misma
propiedad veamos que los niimeros a y b seran de la forma

a = 010203 ..802005,

b

I

bibabs . . . b2oos,

donde q; y b; representan los digitos de a 'y b en la posicién i, con
1=1,2,3,...,2005 respectivamente.

Se sabe que aggos+-baoos = 9y N0 puede ser 19 0 29 o cualquier otro
ndmero con terminacion en 9 pues 0 < a5 < 9Y 0 < bygos < 9,
es decir 0 < asges + baogs < 18. Este comportamiento se cumple
también para cada i = 1,2,...,2004, es decir, nunca se “llevaran
unidades” al siguiente digito; de esta manera el nimero resuitante,
formado por Gnicamente nueves, tendra exactamente 2005 cifras.
Ahora, supongamos que en efecto existe un nimero C' = 999...999
(con 2005 nueves) tal que es resultado de la suma de a y b, entonces

(a1a2a3 ces a2005) + (b]bzbs e b2005)
(a1 + b1)(az + b2)(as + bs3) - . - (az005 + baoos),

a+b
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en donde cada (a; + b;) corresponde con el i-ésimo 9 de C. Si su-
mamos las cifras de C tenemos

((11 + b1)+((12 +by) + (03 + b;;) + - +{¢12005 + b2005) =
{ay tax+az+---+ages) + (b +b2+b3+"'+b2005).

Pero los digitos de a coinciden con los de b sélo que en distinto
orden, por lo que

(a1 +ag+a3+ - +azgos) + (by + batbs + -+ +bagos) =
2ar+az+az+---+ @2005 ),

es decir, la suma de las cifras de C sera par. Sin embargo, dado
que C consta de 2005 nueves, la suma de sus cifras equivale a
(2005)(9) = 18045 que es un nimero impar, es decir, existe una
contradiccién. Por lo tanto, los ndmeros a y b con 2005 digitos tales
que C' = a + b no existen.

Supongamos que tenemos dos enteros o y b de n digitos con dicha
propiedad. Si al sumar dos digitos (uno de a y uno de b) en la misma
posicién decimal el resultado es un nimero de dos cifras, entonces
la méxima suma de dichos digitos sera 18, y en este caso nunca
podriamos obtener un 9. Luego, para obtener puros nueves en la
suma a + b, cada digito k¥ de a se debe sumar con el digito 9 — k&
de b. En particular debe haber la misma cantidad de 1’s que de 8's,
de 2's que de 7’s, de 3's que de 6's y de 4's que de 5's, y por lo
tanto a y b deben tener un ntimero par de digitos. De aqui que no
hay enteros de 2005 digitos con dicha propiedad, y es facil ver que
ios numeros de 2004 digitos, ¢ = 1818...18 y b = 8181.. .81, son
una solucion en este caso.

(Problema 3 del Examen Nacional de la 92 OMM 1995)

Sean A, B, C'y D véstices consecutivos de un heptagono regular,
ALy AM las tangentes desde 4 a la circunferencia de centroC'y
radio CB. Sea N la interseccién de AC y BD. Demuestra que los
puntos L, M y N soncolineales.

Como los arcos BC yC"b son iguales, los dngulos {DAC'y 4{BDC
son iguales y, puesto que LACD = £NCD es comin para los

tridngulos AACD y ADCN, tenemos que estos dos triangulos son

semejantes. Luego ﬂ = 92 pero CD = CL, y asl tenemos que
AC  CL CD NC

CL ™ NC

Solucién 2- Tenemos qu
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o de que el angulo {ACL es comﬂr.\’para

ALCN, nos garantiza que e'stos triangu-
los son semejantes. Pero NACL es 'un triangulo rect;\a[ngtg(r),klju:gg
ALCN también es rectangulo coq'angulo rectg 621 C'Mp o due
LN es perpendicular a AC. También, como CD = ,

-4—0- = 9{ y de manera analoga se flega a que MN es per-
we o

pendicular a AC. Luego L, M y N son colineales.
e {ADB = {DAC = LCAB = £4DBC = LACB = Z

ya que AB BC'y CD son lados de un heptagono regular. Luego

: i p lo
is0 | | Q | ig | , por
NABC y ZSBN:C son isosceies y con 0S anl ulos | ||a“es
tanto son semejantes. Entonces —— = == 0 que mpiica que

Esto, junto con el hech
los triangulos AACL y

]

CN-CA=CB.

A

i tinuar.
De aqui hay dos formas para con - ‘ _
Prim:ra forma. Como CL es igual a CB, la ecz:;m::)n cct;}a\: i n(fgnca
CB? se reescribe en la forma CN - CA = CL%,

Qé = -C—£ esto, junto con el hecho de que en los tridngu-
que L ;
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los ACNL y ACLA el angulo en C es comdin, nos dice que los
dos triangulos son semejantes (por el criterio de semejanza LAL).
Puesto que ACLA es rectangulo, también lo es ACNL, entonces
LN es perpendicular a CA. Andlogamente se puede llegar a ver
que M N es perpendicular a CA, luego L, M y N son colineales.

n/

Segunda forma. La ecuacion CN - CA = CB? nos garantiza que
N'y A son puntos inversos con respecto a la circunferencia de cen-
tro C'y radio CB; y una forma de encontrar el inverso de A4 con
respecto a tal circunferencia es trazar las tangentes desde A a ja
circunferencia y unir los puntos de tangencia L y M, entonces Ia
interseccion de LM con CA es el inverso, luego N se encuentra
sobre fa linea LM.

Problema 45 Sea X un conjunto con n elementos, Demuestra que el numero
de pares (4, B) tales que A y B son subconjuntos de X, A es un
subconjunto de By Aes distinto de B, es 3" - 97

Solucién Recordemos el teorema del binomio, para cualquier n nimero en-
tero positivo y a y b se tiene

n_ [\ nio Y n-1 n On_.n Y n—kpk
{a+b) —<O)ab+(1>a b+ +(n)ab —g(k>a b*.

Por ejemplo, podemos usar esta féormula para calcular el nimero de
subconjuntos de un conjunto con k elementos. Sea X un conjun-
to con k elementos, a sus subconjuntos los podemos clasificar de
acuerdo al numero de elementos: hay (¢) subconjuntos con cero
elementos, (;) subconjuntos con un elementos, etc., y finalmente

hay (’,:) subconjuntos con & elementos, entonces el nimero total de

subconjuntos de X es;
k k
)y (k) =) (I?)lk—"l" =(L+1F =2
j=0 J §=0 J

Y el nimero de subconjuntos distintos de X son 2% — 1

Y
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Volviendo al problema, supongamos que B Uiggak :;ifzin:z’: eesl
subconjunto de X. De estos hay (}), y por e e o tc'JtaI
nimero de subconjuntos de B y distintos de nos: o es'

de (})(2* - 1), asl el nimero P de pares qué oS p

P = i(:)&"—l)
-2
(-5 G

n
k=0
n
0 k=0

= A+ -(1+1)"
= 3"—2“.

i3 — 60°, las alturas BE 'y CF
46 Sea AABC un tridngulo con {CAB
Problema se cortan en H, y sea O el circuncentro de AABC. Demuestra que

HO es bisectriz def angulo {FHB.

7 —= 90° s {FCA =
Solucién Dado que {CAF = £CAB = 60°y {CFA 7)092":)':82;’?05 e
30°. Como también se tiene que {CEH =9 o CBHC = ZBHF —

los AACF y AHCE son semejantes y ademd

60°.

H

Los angulos £CABy £COB son regpectivar;?;te il:‘?&c;s algfaczrgg
y central a fa circunferencia circunscrita a FAN y

el mismo arco por lo que se cumple que
7 ~ 1
£CAB = ; GB=54COB,

ado que los segmentos CO

por lo tanto £COB = 120°. Més a(n, d es isosceles

y OB son radios de la circunferencia entonces ACOB
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¥y en consecuencia tenemos

£OBC = LOCB = L_;C@ = 30°.

Ahora, los angulos £COB y £BHF son angulos opuestos en el

cuadrilatero de vértices COBH, Cuya suma es 180°, es decir, COBH
es un cuadrilatero ciclico cuyas diagonales son OH y BC.

Puesto que en un cuadridtero ciclico se cumple que los angulos

que forman un lado y una diagonal y el lado opuesto con la otra

diagonal son iguales, entonces {BHO = 40CB. Como ademés
se tiene que

4OHF = {BHF ~ {BHO = 60° - £OCB = 30°

concluimos que £BHO = 30° = LOHF.

Problema 47 Sean Ay B los puntos de interseccion de dos circunferencias dis-
tintas. Sean C'y Dos puntos de interseccién de las circunferencias
con una recta que pasa por A. Sean Py Q los pies de B en las tan-
gentes de las circunferencias que pasan por C'y D respectivamen-

te. Demuestra que PQ es tangente a la circunferencia de diametro
AB. >

Solucién Sea O la interseccién de las rectas tangentes a las circunferencias

por C'y D. Sea X fa interseccion de C'D con la circunferencia de
diametro AB comoen la figura. :

Demostraremos que PQ es tangente a la circunferencia de diametro
AB precisamente en el punto X » para esto verificaremos que P, X
y Q son colineales y que £<QXD = £ XBA.

T
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1o~ 1 ~
Observemos que £{ABD = 3 AD= LADO y £CBA = 3 AC=
£ACO. Ademés por ser angulos interiores del tridngulo AOCD,

entonces .
ACOD + LADO + LACO = 180°.

De esta manera
ACOD + £CBD = 180°,

lo cual implica que OCBD es ciclico. Como a su vez OPBQ es
ciclico, entonces

KPBQ = 1800 - ‘POQ
= 180° - LCOD
= 4ACBD,

de esta manera : :
LCBP = £QBD.

Por ofro lado, al estar X enla semicircunferencia de diéme:trg AB,
entonces KCXB = 90°, de donde BXCP y BDQX son ciclicos y
asi

LCXP =4CBP=4QBD = LQXD.
Se sigue que P, X y @ son colineales.
Comg los angulos interiores de ADQX suman 180° y BDQX es
ciclico, entonces :

£QXD 180° - LXQ@QD - £QDX
= 4AXBD-4QDX :
= 4LXBA+4LABD - LQDX

= 4AXBA,

ya que LQDX = LADO = £ABD. Por lo que concluimos que PQ
es fangente a la circunferencia de diametro AB en X.

Problema 48 (Problema 5 del Examen Nacional de la 14a OMM 2000)

Se tiene un tablero de n x » pintado como un table(o de ajedre;.
Esta permitido efectuar la siguiente operacion en el tablero: escoger
un rectangulo en la cuadricula tal que las longitudes de sus fados
sean ambas pares o ambas impares, pero que no searn lgs dos
iguales al mismo tiempo, e invertir los colore:s de los cuadritos de
ese rectangulo (es decir, los cuadritos del rectangulo que antes eran
blancos, ahora son negros y viceversa).

Encuentra cuales son los valores de n’ que hacen posibl'e lograr que
todos los cuadritos queden de un mismo color después de. haber
efectuado la operacion el nimero de veces que sea necesario.

Nota: La dimensidn de los rectingulos que se escogen puede ir
cambiando.
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Solucién Es claro que para n = 2 es imposible. Afirmamos que si es posible
para toda n > 2. Tomemos primero el caso n impar. Elegimos los
rectangulos de 1 x n y cambiamos de color todos los renglones
en posicion impar. De esta manera todas las columnas en posicién
impar quedan blancas y fodas las columnas en posicion par quedan
negras; entonces con rectangulos de n x 1 cambiamos las columnas
en posicion par para lograr que todos los cuadros sean blancos.
Para ver el caso cuando n = 2°b, donde a > 1 y b impar distinto de
1, subdividimos el tablero en tableros de b x b y hacemos en cada
tablero de b x b las operaciones que indicamos en el caso n impar.
Nos falta analizar las potencias de 2. Por un argumento similar al
que describimos en el caso anterior, basta analizar el caso n =
4, el cual indicamos en los siguientes dibujos, en los que hemos

escogido un rectangulo de 2 x 4 o de 4 x 2 para hacer la operacion
en cada paso:

Probiema 49 (Problema 4 de Ia 36a Olimpiada Matematica Espafiola Fase Na-
cional 2000)

Encuentra el mayor niimero entero n tal que cumpla las siguientes
condiciones

o F ( g) tiene sus tres cifras iguales.

o E (5) €s un numero triangular, es decir, existe un natural n tal
que

E(;)=1+2+3+~-+(n—1)+n.

Nota: E(z) es la parte entera de n.

Solucién Los posibles valores de E (g) son: 999,888, ...,111. Por otro lado

. . n{n+1)
la suma de los primeros n nimeros es — Supongamos que
tenemos un ndmero de la forma zzz, queremos ver si existe n tal
que
nn+1)
5 =
esto es, n(n + 1) = 2(zzz). Los nlmeros 2(zzz) son

III,

2(999) = 1998,
2(888) = 1776,
2111) = 222,
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Dado que los numeros de la forma n{n + 1? terminan solamente en
0, 2 y 6, entonces sdlo nos queda por considerar

2(888) = 1776,

2(666) = 1332,

2(555) = 1110,
2(333) = 066,
2(111) = 222

Notemos que 1776 = (2%)(3)(37) no tiene la forma n(n + 1) para
ningdn . Sin embargo,

1332 = (2%)(3%)(37) =36 37

si tiene la forma deseada, es decir el nimero 666 es un numero
triangular. .

Y : ) =666esn=
Finalmente, el nimero n mas grande tal que E ( 3) 66 I
2000.

Problema 50 Los nimeros del 1 al 12 se cO
siguiente arreglo hexagonal.

locan (sin repetir) en los circulos del

(a) Demuestra que no existe una forma de acpmodarlos que cum-
pla que la suma de los nimeros que estan a cada uno de los
lados del hexagono sea 16.
(b) Muestra que existe un acomodo en donde la suma en cada uno
de los lados de! hexagono sea 18. ;
i ible que la suma de cada uno de
i6 a) Vamos a suponer que si es pos!

Solucion (&) los lados del hexagono es 16. Al sumar lo que da en cagla cara
obtenemos un total de 6(16) = 96. Ahora, al sumar los .n‘umercis
del 1 al 12 nos da 78. En la primer suma estamos repitiendo la.
suma de los vértices del hexagono, entonces' fa suma de los
vértices debe dar 96 — 78 = 18. Pero no es posible que la suma
de 6 niimeros enteros positivos y distintos, nos de 18. Entonces
este acomodo no es posible.

i lados sumen 18 es 1, 7, 10,
acomodo posible para que los 18es 1,
©) lBJnS 11, 2 12p 4, 6, 8,9, asignando 1 a cualgmer vemcg del
h’exégor'm y siguiendo el sentido de las manecillas del reloj.




98 j
CAPITULO 5. SOLUCIONES PROBLEMAS DE ENTRENAMIENTO

Solucion 2 Para g parte (a) del

: problema. La sum i v
et Gag a de los primeros 12 numeros

n(n+1) _{12)(13)

. 2 Ty =0
tSr; séunn}am‘os !os nameros de 3 lados no adyacentes como se mue:
sobrana siguiente figura. obtenemos 48, por lo que Ios nimeros qus-

suman 78 - 48 = j ;
R 30, los marcamos en rojo (denotado por

Al buscar los conjuntos de 3 nim

sumen 30 cotepmun eros, del 1 al 12 y sin repetir, que

12,11,7
12,10,8
11, 10,9,
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No podemos tomar dos conjuntos ajenos cuya suma sea 30, asi que
este acomodo no es posible. Otra forma es ver que la suma de los
seis vértices restantes debe ser 78 - 30 30 = 18, lo cual no es
posible.

Problema 51 Sien un tridangulo cualquiera se construyen exteriormente tridgngulos
equitdteros en los lados del triangulo original, demuestra lo siguien-
te:

(a) Los tres segmentos formados uniendo un vértice del tridanguio
original con el vértice opuesto del tridngulo equilatero construi-
do en el lado opuesto, son iguales.

(b) Los segmentos obtenidos en el inciso anterior, son concurren-
tes.

(c) Larazdn entre el lado de cada tridngulo equilatero y su circun-
radio es igual a /3. :

(d) Dado un vértice del triangulo original, el tridangulo formado unien-
do este vértice con los circuncentros de los tridangulos equilate-
ros adyacentes es semejante al triangulo formado por este vérti-
ce y otro vértice del triangulo original junto con et vértice opues-
to del triangulo equilatero construido en el fado opuesto.

{e) Concluye que los cincuncentros de los tridngulos equilateros
forman a su vez:un tridngulo equilatero.

Nota: A este (ltimo resultado se le conoce como el Teorema de
Napoleodn.

Soluciéon Consideremos un tridngulo AABC y los puntos D, E'y F tales que
los triangulos ABDC, ACEA y AAF B construidos exteriormente
son equilateros.
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(@) Como DC = BC, AC = CE'y ademas
ADCA =60° + £BCA = ABCE,

por el criterio LAL, tenemos que los triangulos ADC A Yy ABCE
son congruentes, de donde AD = G De manera semejante

se puede demostrar la igualdad con el segmento que une
con F, de donde obtenemos

AD=BE=CF

{b) Sea P lainterseccion AD con BE. Demostraremos qQue LCPF
= 180°. Como los tridngulos ADC A y ABCE son congruentes,
entonces LCDP = LCBP, porlo que el cuadrilatero BDCP es
ciclico. Luego, al ser ABDC equilatero entonces £ BDC — 60°,
lo cual implica que £ BPC = 12¢°. De igual manera se puede
probar que CEAP es ciclico, lo cual implica que LCPA = 120°.
Por lo tanto £APB = 120°,

Como AAF B equilatero entonces

LAFB + LAPB = 60° + 120° = 180°,

de donde AFBPes ciclico. Porlotanto £ FPR = AFAB = 60°.
Finalmente tenemos que

4FPB + {BPC = 60° + 120° = 180°,

de donde concluimos que el segmento CF pasa por P.

(c) Sean 0y, 0, y 05 los circuncentros de los triangulos ABDC,
ACEAy AAFB respectivamente y sea Y el puntoc medio de
AC. Como ACEA es equildtero, fa mediatriz YO, pasa por E
y CO, es bisectriz de {ACE, luego

LYCO, = 30° = LKYEC.

Por el criterio AA los triangulos AEYC y ACY 0, son seme-
jantes, de donde

CE c¢cY

CO, " YO, v3
Esto mismo sucede con cada lado y circunradio de los triangu-
fos equilateros.

(d) Por el inciso anterior

y ademas
4BCE = £BCA + 60° = £01CO,.

Por el criterio LAL tenemos que los triangulos ABCE y A0 CO,

son semejantes. De forma semejante se procede con los otros
triangulos. .
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(e) Por elinciso anterior tenemos que los triangulos ABC'E y 0O, C0,
son semejantes, de donde

BE

=3,
0,0, v3

es decir 0,0, = V3BE. Analogamente obtenemos qye 0,04 =
V3CF y 0,05 = V3AD. Como por el primer inciso AD —
BE = CF, entonces

0,02 = 0203 = 0,04

y asi A0,0,03 es equilatero.
Problema 52 Un entero positivo n se llama divisor cuadratico si siempre que

n divide a m™ — 1, para algln entero m, también se cumple que

n? divide a m™ — 1. -

(a) Demuestra que cualquier nimero primo es divisor cuadrati-
co. ,

{b)} Demuestra que hay una infinidad de nimeros compuestos
que son divisores cuadraticos.

Solucién (a) Sea p un nimero primo_con mP = 1 (méd p) para algﬂn
entero m. Por el pequeno Teorema de Fermat, m? = m
(méd p), por lo que m = 1 (méd p). Sea k tal que m =
fp + 1, entonces

I

mP —1 (kp+1)P -1

(50)er) -1

= zp: (’L’) kipt

i=]

= plkp) + i (I:) k'p'.

=2

Ya que p? es divisor de los Gltimaos dos sumandos, es divisor
de mP — 1, entonces p es divisor cuadratico.

(b} Probemos que todo niimero qe laforma 2p con p > 3 nlime-
ro primo, es un divisor cuadratico. ]
Supongamos que m? = 1 (méd 2p) para algun’entero m.
Como 2 y p son primos entre si, m? = 1 (méd 2p) si y
s6lo si m® = 1 (méd p) y m® = 1 (méd 2). Por el pe-
quefio Teorema de Fermat, m? = m (méd p), asi, mZP'E
m? (méd p). Entonces m? = 1 (méd P,y esto‘pasa siy
solo si(m+1)(m—1) =0 (méd p); como p es primo, se si-
gue que m = +1 (méd p). Entonces existe k entero tal que
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m = kp 11, de aqui

2

mT b = (kpt 1))

2p 9, o
<Z (2,-”)(»1)2"' ‘k’p‘) o
=0 :

2p ) o
Z <2.[))(-1)2p-1k1p1
1

i=]

- 2p kp+i 2p (_1)21)--ikipi_
1 S\

i

De este modo, m?? - | es divisible por p*. Por otro lado,
como m* — 1 es mdltiplo de 2, m debe ser impar, asi i —
L= (m? + 1){m? - 1) y ambos factores son pares, por Io
que el producto es mittiplo de 4.

Finalmente, como 4 y p* son primos relativos, se sigue que
m? — 1 es mittiplo de 4p® = (2p)2.

Problema 53 (Problema 1 del Examen Nacional de la 9a OMM 1995)
En una Olimpiada de Matematicas los concursantes estan ocu-
pando todos los asientos de un salon rectangular donde los
asientos estan acomodados en filas (hay mas de dos filag yen
cada fila mas de dos asientos). Al inicio del examen un profesor
les sugiere que se deseen suerte dandose la mano, cada uno
de los concursantes estrecha la mano de los concursantes que
$€ encuentran a su alrededor (que pueden ser a lo mas 8)y so-

lamente a éstos. Alguien observa que se dieron 1020 apretones
de manos. ¢ Cuanios concursantes hay?

Solucién 1 Sea n el nimero defilas y m la cantidad de lugares en cada fila
del salon.

o Cada una de ks (n — 2) (m - 2) personas que estan en el
interior del rectingulo saluda a ocho personas que estan a
su alrededor. .

o Cada una de fas 2[(n — 2) + (m - 2)] personas que estan
en las orillas del rectangulo, pero no en las esquinas, saluda
a cinco personas.

o Las cuatro personas de las esquinas, saludan a tres,

Asi, contando los saludos dos veces y desarrollando tenemos

Il

8(n—2)(m~2)+10[(n-2)+(m—2)]+12 2040
8nm -6n—6m = 2036
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i0 rizacién.
Para resolver esta ecuacion buscamos una factoriz

W6mn 12m 120 = 072

Wmn BR2m 12049 = '?081

(b 3) 3(m 3) = 1081
: = 7-11-53

(in- 3)(1m - 3)

Como 7y 11 no son de la forma 1s - 3. I‘:as UP-Ica,Sl sci{u:;:ugn%s
son:dn-3=77y4m~3=>530biendn—3 =_o§0y .E’,':»Cuafuie;
porloquen =20y m = l{obienn = 14y m = 20. q
caso el niimero de concursantes es 14 - 20 = 280.

Solucién 2 Una vez que se establece la ecuacion 8nm - 6ns —Lﬁa"; (;‘ ;2;;(;
procedemos a resolverla utilizando congruegc'adé ) o
es equivalente a 4nm - 3n — 3m = 1018, de don la St
3m + 1018. Simplificando modulo 4m — 3 tenemos la sig
sucesion de congruencias equivalentes.

3m+1018 = 0 (médd4m -3)
12m+4072 = 0 (mdd4m-3)
3(4m—-3)+4081 = 0 (méd 4m - 3)
4081 = 0 (méddm -3)

) . ibi-
Entonces 4m — 3 es divisor de 4081 = 7~ 111 5538§ asi(;g? Pg;'no
lidades para 4m - 3 son 1, 7, 11, 53, 77, 32 Pt s);n Sy y
m ¥y n no pueden ser 1, las tnicas posub!h a o =141y
n = 20) 0 m = 20 (y n = 14). En cualquier caso, &
alumnos es 14 - 20 = 280.

- = estra que
Problema 54 Si g, b, c son niimeros positivos con a4+ b+¢ = 2 demuestra g

Solucién Observemos primero que

a? a(a+b)—ab_a__ ab .
= = a+b
a+b a+b

2
—_— < -
Como ab < (a—;—b> entonces se cumple que 3577

S S
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4 b
de donde obtenemos  ——— > “*? por 1o tanto
a+b Bl
«? b =
—
a+b b4+e¢ cta

ab be ca
=le - ——J+b — 4+ —
a+bd b+c c+a

b b :
?((:+b+c)f((l:_ N 11—c (—l—u)
_at+b+c
)

=1

Problema 55 (Problema 2 del Examen Nacional de la 9a OMM 1995)

Considera seis puntos en el plano con la propiedad de que ocho
de las distancias entre ellos son iguales a 1. Demuestra que al

menos tres de los puntos forman un triangulo equilatero de lado
1.

~ Solucion Llamemos A, B, C, Dy F alos puntos. Trabajaremos por ca-

S08S.

Caso 1. De aléﬂn punto, que supondremos sin pérdida de ge-
neralidad que es 4, salen cinco distancias iguales a 1.

Entre B,C, D, Ey F hay (2) = 10 distancias, asi que una de es-
tas es unitaria pues, en caso contrario, sélo habria 5 distancias
unitarias ya que el total de distancias es () = 15. Los extre-
mos de este segmento junto con el punto A forman el tridangulo
equilatero (si, por ejemplo, el segmento unitario fuera BC, en-
tonces AABC seria el triangulo buscado).

Caso 2. De algun punto salen sélo cuatro distancias iguales a
1.
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Entre B, C, Dy E hay (3) = 6 distancias. Si ninguna de estas
seis distancias es unitaria, entonces las otras cuatro dlstanclasi
unitarias salen del punto F' y van _a darg B,C,DyE, pelr‘:o e
{inico punto que puede estar a distancia 1 de B, C, D,l eez
A, (pues A es el centro del circulg que pasa por ellos) lu g
F = A lo cual es una contradiccién. Entonces entre las setls
distancias hay una unitaria y los extremos de este segmento
junto con el punto A forman el tridngulo byscadp. ‘ .
Caso 3. De algiin punto salen solo tres distancias iguales a 1.

A

Si alguna distancia de BC,CDo DB esiguala 1, terminamos.
Supongamos que ninguna es igual a 1; entonces las restantes
cinco distancias unitarias salen de E o F.

D E

Entonces en el pentdgono BCDEF hay cinco d.istanc.ias: um:a-
rias y BC, CD y DB no lo son. Si E tuviera dastancnallgt{a a
1 con B, C, 0 D, entonces E = A, asi que E a lo mas tiene
dos distancias iguales a 1 con B, C'y D, y lo mismo ocurre con
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¥. Como falta una distancia igual a |, entonces ésta debe ser
entre L'y F'. Tenemos que de cada uno de £ Yy ¥ salen dos dis-
tancias unitarias que van a los vértices B, C, D, luego a alguno

de estos vértices, por ejemplo C, llegan dos distancias unitariag
¥ asi el triangulo buscado es ACEF,
Finalmente observemos

Capitulo 6

6.1. Primer Dia

1
Por otro lado, MS = §PS

PS T

ﬁ_zrg-

y

lpp_lpg-
2 2

407

1

Soluciones de la 26a OMM
Concurso Nacional

i i O, P unpunto sobreellay ¢
€, una circunferencia con centro O, lla

problemal lzera:ar::taltangente a (; en P. Considera un punto @ s(;bétla ¢, d:stm:g

) i asapor O, Py Q. El segmen
de P,ysea(, la circunferencia que p S onto

terseca a C en un punto

interseca a C; en S y larecta P§' in '

fi)iginto de P. Siry y r; son las longitudes de los radios de C; y s,
respectivamente, muestra que

5 , £OPQ = 90°, asi que OQ es diame-
Solucion? f or:g (t;esgi:\ E)etnatr?t:,cell igrf:ro o dg C, es el punto medi'o de 0Q.
S?M yZN son los phntos medios de PS y PR, respect'lvame(r;tﬂil
entonces OM y O'N son perpendiculares a PR. De agu; que ou

y O'N son paralelas. Asi AOM Sy AO'NS son semejantes, p

00’

ue
! MS NS_NS+SM=M/I_
0S 0S5 08+80
de donde
MS§ 0§ _n
W—-O'O 7’2‘

2SR.
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Concluimos que

1
1 MS ;PS PS

-~

rv  NM # SR

R

Solucién 2 Sea O’ el centro de €,. Por angulos semi-inscritos en la circunfe-
"~ rencia C; se tiene que 24RPQ = LSOP y por angulos inscritos
en C; ocurre que £RO'Q = 24RPQ = LSOP. Ademas OP =0s
¥ 0'Q = O'R, entonces por criterio de semejanza LAL, AOPS y
AO'QR son semejantes. Por ofro lado tenemos que el cuadrilate-
ro OPQR es ciclico, de donde £OPS = £SQR. Como AOPS es
isOsceles se tiene que LOPS = LPSO = £RS5Q, porlo que AQRS
es isosceles con QR = SR. De esta ditima igualdad y de la seme-
janza de los tridngules AOPS y AO'QR se sigue que

PS_PS_oP n
SR—QR_OIQ—TZ'
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i ion de ¢ con una recta pa-

i0 " el centrode C, y G la mterseccmp nur : -

Solucion'3 rSaT:g (:()Q que pase por R. Entonces se tiene las siguientes igual
dades entre angulos

£RSQ = £OSP = LOPR = LOQR = £QRG = £O0'RQ.

Ca

R G
: ié = LOQP = £RGQ. Utilizan-
mas también tenemos que LORP )
ggi,l criterio AA tenemos que AORP y AQGR son semejantes, de

donde IL QE Lo cual implica que

QR QG
1 _ 1
QG QR-OR’
De nuevo, por el criterio AA, teaemos que AO'RQ y AOSP son
T2
semejantes, de donde 0S=TPs Luego
PS _ RQ
0s - T2 ’

Ademés por el criterio AA también tenemos que AORS y APQS
son semejantes Y, utilizando 1a relacion anterior, tenemos
PQ PS _RQ

ﬁ:OS 9

Finalmente, por el Teorema de Thales y sustituyendo la primer rela-
cion que obtuvimos, concluimos que

PS PQ_OR-RQ n _n
SR QG r2 QR-OR 12

i . Dos
Problema Il Sea n > 4 un numero par. Considera una cuafjricula de n X : o
celdas_(cuadraditos de 1 x 1) son vecinas si com'parter_\ u e er;

si estan en extremos opuestos de un mismo renglon o si s




110 CAPITULO 6. SOLUCIONES EXAMEN NACIONAL

extremos opuestos de una misma columna. De esta forma, toda
celda en la cuadricula tiene exactamente cuatro celdas vecinas.

En cada celda ests escrito un ndmero del 1 al 4 de acuerdo con las
siguientes reglas:

o Sienunacelda ests escrito un 2 entonces en dos 0 mas celdas
vecinas esta escrito un 1.

o Sien una celda esta escrito un 3 entonces en tres o mag celdas
vecinas esta escrito un 1.

o Si en una celda esta escrito un 4 entonces en lag cuatro celdas
vecinas esta escrito un 1.

Entre los acomodos Que cumplan las condiciones anteriores, ; cug

es el maximo niimero que se puede obtener sumando los niimeros
escritos en todas las celdas?

” . 5n?
Solucion El maximo valor que se puede obtener €s ——. Daremos un acomo-
do y luego probaremos que es maximo.

Acomodo maximo. Para dar un acomodo maximo, tomemos un

arreglo tipo ajedrez con 1's y 4's. Este acomodo es vélido pues al-

rededor de cadg 4 tenemos cuatro unos,
2

2
Tenemos % entradas que tienen un 1 y

% que tienen un 4. Asj, I3

2 2
Solucién 1 Cota superior. Consideremos una teselacion de la Cuadricula en
2

% cuadrados de 2 x 2.

n?  4n? 5,2
suma total es 5 +—=

2

Si tuviéramos un arreglo que sumara mas de 5n” entonces por prin-
cipio de las casillas en al menos uno de estos cuadrados se tiene
una suma de 11 0 mas. Usando de nuevo el principio de las casillas,
esto implica que alguno de los dominés que forman aj cuadrado de
2 x 2 tiene suma de al menos 6.

La dnica forma de tener dos cuadraditos adyacentes de suma al
Menos 6 es que sean 3 y 3, Pues 4y 2 o bien 4y 3 son imposibles
por las condiciones del problema.

Pero sitenemos 3 Y 3, entonces en todas las celdas vecinas a éstas

tenemos unos. En Particular, el cuadrado de 2 x 2 que consideramos
tiene suma 8, Io que es una contradiccion.

Solucién 2 Cota superior. Partamos I3 cuadricula en subcuadriculas de 2 x 2.
Sea A una de esas subcuadriculas, Veremos que la suma s de los
4 nimeros de A es menor o igual que 10.
Sea m el nimero maximo d
Cuadrito ¢. Sim = 4, entonce
serl, asique s < 4+1+41
de los cuadritos Vvecinos a ¢

e A 'y digamos que m aparece en el
s los cuadritos vecinos a cen A deben
+4 =10. Sim = 3, entonces alguno
en A es 1y no puede haber tres 3's
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iques <34+1+3+42 = 9. Por dltimo, si in < 2, entonces
asi que s < 342

ll?' .
— aldades que nos dan
s<2+4 2,+ 2 +2 = 8. Sumando las 1 desigu

e
{as subcuadriculas de 2 x 2 obtenemos que la suma total S cumpl

2
n2 an*®

S S IOT = 2 .
' i 0s el nimero 4¢ + « +
i0 jor. Para cada ceida considerem .

Solucton3 C(:-t?c iu; e(?onde c es el nimero de dichacelday u, v, z, y son'|o<s
zumeros ;ie las celdas vecinas. Afirmamos que 4dc+ u‘+ v 4l- ﬁié ngte;

20. En efecto, las condiciones del problema nos dan las sig

cotas: |
= 20.
o Sic=1,entonces dc+u+v+z+y <4(1) +4+4+4+j -
o Sic=2,entonces dc+ut+v+a+y < 4(2)+1+1+4+4_ 19.
o Sic=3,entonces dc+utv+z+y < 4(3)+1+1+1+1 : 20.
o Sic=4,entonces dc+utv+z+y <4(4)+1+1+1+1=20.

i de-
Tenemos n? desigualdades de este estilo. Sumando t(:g:; :;tiz o
izqui (imero su
i rda aparece cada nim
igualdades, a la izquie veces
?c%atro veces cuando le toca ser ¢ y cuatro vece'ls,, una por cad
de las celdas vecinas). Asi, si S es la suma total

85 < 20n2.

Esto implica que

i axima. Pri-
lucién 4 Cota superior. Tomemos una cuadricula C con sum: r:;da 2. P
Solue! mero demostraremos que en C r|1lo puede nhaal():g; t‘:;diccién o 2
i ara llegar a u .
ongamos que si la hay p e ( a A
ﬁ:g ceslada con 2. Si A tuviera tres o mas vecm:s ggnsjhin::ayor
5 i encontrar un acomodo a
odra cambiarse por 3 Y i ! mayor,
gontradiciendo la maximalidad de C. Asi, A debe tener e::de mer-
te dos vecinas con 1. Como A tiene 2, entonces no p Loner
vicinas con 4. De este modo, cambiando a Apor1ly s;;nr;u:d ;)con
. i i un a
i n escrito 1, encontramos :
s vecinas que no tienel e ‘ '
fr‘:ayor suma que C, de nuevo contradiciendo su maximalidad

Ahora veremos que al menos la mitad de Ia;s celdas de C tl‘ene:
esc(:)rito un 1. Supongamos que noes asi. Partlend(c; la (;uagtr:;:,é ?n is
: ible por la paridad de n), 0
bleros de 2 x 2 (lo cual es posi :
taor el principio de las casillas que alguno de Igs tableros (li:ai :1
genen un 1 o ninguno. Entonces, este tablero tiene tres cﬁj da qulé
i i in pérdida de generalidad,
o tienen 1. Digamos, sin pér . .
ﬁz ysA 3ec1;LiI:ande 4A; y As. Como A, tiene 2 vecinas qug no tlem_atn
1 2e(;tonces tiene escrito a lo mas un 2. Pgrp como no tiene gscr:) Z
;1 1, entonces fiene escrito un 2, contradiciendo lo que probam
un l,

anteriormente.
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9

. P n-
Asi, un acomodo maximo debe tener al menos e} unos y por tanto

, n? n?  5n?
la suma esta acotada por 5 + 47 =5
Solucién 5 Cota superior. En esta solucion estudiaremos las posibles fichas
horizontales de 1 x 4 que puede haber. Consideremos el siguiente
analisis de casos para estudiar las sumas posibles que se pueden
tener:
o Si {a ficha no tiene 4's y tiene a lo mas dos 3's, entonces Ia
Suma es menoroiguala 3 + 3+ 2+ 2 == 10.
o Si la ficha no tiene 4's y tiene tres 3's, entonces ya no puede
tener un cuarto 3 y tiene que quedar (3,3,1,3) o el simétrico.
La sumaes 10.

o Sitiene un 4 y no esta en la orilla, entonces a sus lados hay 1’s
Yy por tanto la suma es a lo méas 10.

o Si tiene un 4 en la orilla, se fuerza un 1 adyacente. Las ofras
dos entradas a lo mas cada una tiene un 3 y por tanto para que
tenga suma mayor a 10 debe ser (4,1,3,3) o el simétrico. Este
€aso, con suma 11, le llamamos .

o Tener al menos dos 4's fuerza a tener (4,1,4,1) 0 el simétrico,
con suma 10. .

Sin = 4, entonces d caso x es imposible (pues el 4 de la orilla
tendria un 3 vecino) y por tanto cada 1 x 4 tiene suma a lo mas 10,
obteniendo la cota sumando los 4 renglones. Trabajemos conn > 4.
Sumemos todas las fichas de 1 x 4, aunque se traslapen. Todas
ellas tienen suma menor o igual que 10 amenos que tengamos una
*. Pero si tenemos +, entonces se fuerza €on sus vecinas unos:
(1,4,1,3,3,1). Entonces, las 3 fichas de 1 x 4 involucradas suman
9 + 11 + 8 = 28, de modo que pudimos pensar que cada una de
estas tenia suma mener o igual a 10.

Asi, cada casilla queda considerada cuatro Veces y sumando las
desigualdades de Ias n? fichas tenemos

45 <1002
Una vez mas, obtenemos la cota deseada.

Problema ill Muestra que entre cualesquiera 14 nimeros enteros positivos con-

sacutivos siempre hay 6 numeros tales que cualesquiera dos de
ellos son primos relativos,

Nota: Dos nimeros a, b son primos refativos si su tnico divisor
comin positivo es el 1.

Solucién 1 Primero demostremos el siguiente lema.

Lema 1 Sik, ry, ry, 1, 14, 75, Tg NUMeros enteros tales que para
todo 1 < i < j < 6 los ndmeros rj — 13 no tienen divisores primos
p < 7yademas (ri,75,30) = 1, entonces los nimeros

30k + 7y, 30k + 7, 30k + r3, 30k + 14, 30k +rs, 30k + rg
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son coprimos por parejas.

i < § <6 i ivide
Demostracion. Si para algunos 1 < i< gdb urI\ gl(r;\‘c;ez; t,fﬂ e
30k +r; y 30k +r;, entonces p | rj -1 |rppllgan op i : i
no tiene divisores primos p > 7). Esto implica qug p 3(;) i g
cual es una contradiccion con el hecho de que (r, 7},

: j imeros
+ 13} el conjunto de 14 nu
ora,sea S ={a, a+1,..., ¢ neros
Qgteros consecutivos. El nimero a es cqngruente con u:: delo
nimeros 0,1.2.. ... 29 moddulo 30. Consideremos 6 cas . s
1. El nimero a es congruente con uno de los numer;s 0,+ 152; + 4,
' 5 modulo 30. Esto significa que entre a, a+1, a—{- , ;130 k,)s o
a + 5 hay un namero de la forma 30k+5.Enestec
nameros
30k +5, 30k + 7, 30k +8, 30k +9, 30k + 11, 30k + 13

pertenecen ‘a Sy, por el lema, son coprimos pf)r parejzs.7 ‘o

2. El nmero o es congruente con uro de los numzeros+ 3 (,1 + 4,

. 10, 11 modulo 30. Entonces entre ¢, a + 1, a + té gaso |'os seis,
a +5 hay un namero de la forma 30k+11.Enes

nimeros

30k + 11, 30k + 13, 30k -+ 15, 30k + 16, 30k + 17, 30k +19

pertenecen a Sy son coprimos por parejas. 1 13
3. El nimero a es congruente con uno de los f\um:) " |a,for-
. modulo 30. Entonces entre a, a + 1 'hay un nime
ma 30k + 13. En este caso los sels numeros

30k + 13, 30k + 14, 30k + 15, 30k + 17, 30k + 19, 30k + 23

pertenecen a Sy son coprimos por parejas. ' 15 16
4. Elntmero a es congruente con uno de los numc;r:sun n On;erc;
. 17 médulo 30. Entonces entre a, a+1, a+2, a4’—3 : gs
de la forma 30k + 17. En este caso los seis nume

30k + 17, 30k + 19, 30k 4 22, 30k + 23, 30k + 25, 30k +27

i arejas.
ertenecen a Sy SON COPriMos por p ’ .
5 El niimero @ es congruente con uno de los nameros 18512, +24'
‘ 21. 22. 23 modulo 30. Entonces entre ¢, a+ 1, a+ 2,0+ |(:35 e
a + 5 I,1ay un nimero de la forma 30k + 23, En este caso

nimeros

30k + 23, 30k + 25, 30k + 26, 30k + 27, 30k + 29, 30k + 31

pertenecen a Sy son COpFiMos por parejas.
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6. E; ni;;m‘()ero aes co.ngruente con uno de los niimeros 24, 25, 9
,2 h 29 mod}ﬂo 30. Entonces entre «, ¢ + lL,a+2,a +£{ u’+ 41
@+ 95 hay un nimero de la forma 30k +29. En este caso lc;s seis:

nimeros
30k +29, 30k+ 31, 30k + 32, 30k + 33, 30k + 35, 30k + 37

pertenecen a Sy son coprimos por parejas.

Solucié =
Cion2 Sean A= {a, a+ 1, a+2..... @ + 13} los 14 ndmeros, | = {i, i+

2, v4+4,..., i+12}los im
ey paresy P = {p, p+2
o : . y P+2, p+4,. .,
elsnzrir:;; g:a:n Allt u'z cgnjunto de numeros, definimos t(1\1§):oin2<3
ultipios de 3 en el conjunto y c(Af Il
de mdiltiplos de 5 que no son matti e haoro o numero
n muitiplos de 3 en el conj
Qo s 3 1) 2 s Wy junto. Es claro
: HE)Yyque 2 > ¢(A) = ¢(I) + ¢(P), lo alti
szrgxirltge{a q}:tg ;en principio podria haber 3 mﬂltiplo(s d)e g t:rt‘lrgo
muitiplos consecutivos de 5, exactam ’
al : . ente u
;is‘mult:plo de 3. Finalmente obtenemos que 7 > #(A) + T?A(;e elos
terrllr:;refr;)c;:1nahc;amos I, dos numeros de entre esos 7 sblo p.ueden
ores 3 y 5 en comun pues si un pri ’
5 3 ) : . primo mayor a 5 dividi
a ambos, dividiria a su diferencia, pero las posibles diferencialsd'seorra}1

2,4,6,8, 10012y ninguna tiene un factor primo mayor a 5. £ facil -

\?:eyr guia sr;tr:m?"iir;par‘;e: (pares) consecutivos hay 2 0 3 multiplos de
\ 0s de 5 que no son myiti ivi
casos con respecto at(I) + ¢(I) Pl de.. Divdamos en

o Sit(I) +c(I) = 5 se tiene . :
que t(I) = 3y ¢(I) = ini
pcIJs'blhdafj para los multiplos de 3 es que s)t/aarg i) i +26’ elzai lj-mlcz":l
)é osZmu}ttplosdeﬁdeben seriei+100i+2ei+12 er,
|0n cua]quugr caso hay un nimero que es mdltiplo de 3 y,dpe 50
oo qu;a implica t(1)+ ¢(I) < 4, por lo tanto este €aso no sucede'
er'1 tc(ue)xl+ .C(I) = 4 se tiene que (¢(1),c(I)) es (3,1) o (2 2).
mmﬁp'oq:;:;er3 caso chJtdta'mos tomar los 3 impares restantes ’ ur;
no muittiplo de 5 (existe a lo ma iltiplo
15} y un mdiltiplo de 5 que n it "3 atos e
_ ) 0 es miitiplo de 3, estos name-
;c;sre(j::;vs;iuoyrzn un conjunto de 5 impares primos relativos n;::ir
: , veamos que podemos tomar un i
. par, primo rela-
;u(v}g)c:n(;s)toz ; numeros. Como t(1) + ¢(I) = 4 septienergtlfe
o(f’) <3, sia P le quitamos estos ntime
! Ui , tenemos al
menos 4 elementos, si también qui i :
, quitamos los maltiplos d
13 habremos quitado a lo mas 3 ng oS b
he 3 ndmeros (pues alo ma
multiplo de cada némero en P) o b o
I , por lo que al menos habra
numero par que no tiene factores pri i o5 2
primos impares me|
17y por lo tanto es primo relati oo
. ativo con los 5 im idos
previamente, lo que concluye este caso pares elogidos
o Si (I} + ¢(I) = 3 se tiene .
‘ que (t(1),¢(I)) es (3,0) o (2
;r:] 'tt:it;:(l)qgler3 caso poldemos tomar los 4 impares r(esta)ntes( y’ 31
e 3 no miltiplo de 5, estos nimero i
t ! ‘ . S constituye|
conjunto de 5 impares primos relativos por parejas, ningxnz 32
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ellos multiplo de 5. Para elegir el par quitemos de £ los multiplos
de 3{(a lo mas 3 nimeros) y los multiplos de 7, 110 13 (alo mas
3 nimeros) entonces hay al menos un nimero que no comparte
factores primos con los 5 impares, por lo tanto en este caso
hemos demostrado que existen los seis nimeros buscados.

o Sit(I)+¢(I) = 2 se tiene que t(I) = 2y ¢({) = 0, aqui tomamos
los 5 nimeros restantes y el maltiplo de 3 no multiplo de 5, esos
6 niimeros son primos relativos por parejas.

Solucion3 Sean A = {e, a+1, a+2,..., a+ 13} los 14 nameros, notemos
que nameros de este conjunto sblo pueden compartir los factores
primos 2, 3,5,7,11013.

Notemos que entre 7 impares (pares) consecutivos siempre pode-
mos quitar alguno de los extremos de tal manera que de los 6 res-
tantes hay exactamente un mltiplo de 5, esto se debe a que entre
7 impares (pares) hay a lo mas dos mdltiplos de 5 y si hay dos, son
el primero y el sexto o el segundo y el séptimo. Al tomar los 6 nime-
ros impares y quitar al mdltiplo de 3 que no es muitiplo de 5, (que
siempre existe ya que fos dos multiplos de 3 no pueden ser ambos
maltiplos de 15) tendremos 5 niimeros que son primos relativos por
parejas ya que son impares, no comparten factores 3y 5 y no pue-
den compartir un factor primo mayor, pues si lo hicieran, el primo
dividiria a su diferencia, pero las posibles diferencias son 2, 4, 6, 8,
10 0 12 y ninguna tiene un factor primo mayor a 5.
Ahora veamos que siempre podemos elegir un par que sea primo
relativo con los 5 impares elegidos. Tomemos los 6 pares conse-
cutivos tales que entre ellos hay sélo un multiplo de 5, entre ellos
hay a lo mas un mitiplo de 13, un mditiplo de 11, un mdltiplo de 7,
-un muttiplo de 5 y dos mdittiplos de 3, si ninguno de los 6 numeros
es primo relativo con los 5 impares elegidos, €so implica que entre
fos 14 nimeros hay dos miiltiplos de 13 (deben ser a y a + 13), dos
multiplos de 11 que no son miiltiplos de 13 (debensera+1ya+ 12)
pero entonces de los 5 paresentre a +2y a + 11,8 lo mas uno es
multiplo de 7, uno mdltiplo de 5 y dos mdltiplos de 3, esto dice que
hay un par que no tiene factores primos impares menores a 17, por
lo tanto este nimero es primo refativo con los 5 impares elegidos

anterjormente.

6.2. Segundo Dia

Problema IV A cada entero positivo se le aplica el siguiente proceso: al nimero
se le resta la suma de sus digitos, y el resultado se divide entre 9.

Por ejemplo, el resuitado del proceso aplicado al 938 es 102, ya que
(938 — (9 + 3 + 8))/9 = 102. Aplicando dos veces el proceso a 938
se llega a 11, aplicado 3 veces se llega al 1, y aplicado cuatro veces

se llega al 0.
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Cuan iti
do a un entero positivo « se le aplica el proceso una o varias

veces, se termina en 0. Al ny
, . Al ndmero al que se ||
0, lo llamamos la casa de 1. ) g2 antes de tegaral

¢Cuéntos nimeros menores

20127 que 26000 tienen la misma casa que

Solucién 1 Notemos que la casadel 2012 es el nimero 2.

El proceso aplicado a un nimero m = @8,

calcular de Ia siguiente manera, -+ @2G1ay, S€ puede

1
5 [(@n107 + 0, 410" 5 ... 4 4,104 ap)
~(@n +an_1+ -+ a; +ag))

n veces n—1 veces
oG \ Y )
_ n(9...9)+a,_1(99...9) + -+ a2(99) + a;(9)
9

:an(&;;l)‘l’an—l( 111)++a2(11)+a1(1)

nweces n—1 veces

Notem i
o 3;323 easl (ajphg'x €l proceso a un nimero no'importa el digito
e talnimero por lo que, al apli
; . , al aplicar el pr
humeros consecutivos (| i i Fades oot
el primero con digito de la3 uni
- c s _ gito de las unidades igua
2 :‘ oelnglr:;r:g cgn digito de las unidades igual a 9) obtenemogs e:
. &n ofras palabras, si consider: I
dosommer \ sideramos un niimero ;
ontrar todos los nime i !
1con ros que al aplicarl
nos dan n, si existe uno, Peres comooy
_ \ , entonces hay diez ni i
Qe fonom cos i y diez numeros consecutivos
Tambié i i
o t;eft es importante notar que existen niimeros que no son im
gen, bajo el proceso, de algiin otro niimero. -

Primera forma de teminar.

Para enc (
pora onc :r;g:; t;(:%sn:s nzumeros que al aplicarles el proceso tie-
10 2, procederemos por
al nimero de digitos 0 Bl coto da mimernecto
que forman el nimero. El ¢ [
2l meroc 0$ : . aso de nlimero
oOlo digito es trivial, pues sdlo el nimero 2 tiene como casa Zldze

o 1er caso, enteros de d igi
) el os digitos. Desea
los niimeros ab tales que mos encontrar todos

l(h+b—(l—b ga

9 3 =9=2

entonces claramente ¢ = 2
a=2y b puede tomar cualquier v
de donde todos los niimeros 20, 21,22,...,29 al acz)licarl o
proceso obtenemos el nimero 2. el
o :gz :a:o, enteros de tres digitos. Para enteros abe, el proce-
S da 11a+b, por lo que queremos encontrar las soluciones
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de las ecuaciones tla+b =20+ m, donde m ¢ {0.1,2,.. .9}
Para ello observe que

Ha=204+m b= 0 mod 11,

de donde m -- b - 2 mad 11. Por ejemplo, si m = 0, entonces
b=9ya=1,dedonde al aplicar el proceso a 190, 191, ..., 199
obtenemos e! namero 20.
Ahora, para m = 9, obtenemos que b = 7Y Juego ¢ = 2, de
donde al aplicar e} proceso a los numeros 270, 271, ..., 279
obtenemos 29.
Notemos que el intervalo de enteros {190, 279] contiene 90 nume-
ros y no 100 como era de esperarse, esto se debe al hecho de
que cuando m = 1 se tienz que b = 10, por lo que en este caso
no hay solucion, es decir no hay numeros que at aplicarles el
proceso nos de 21.

o 3er caso, enteros de cuatro digitos. Se tienen que encontrar
a, b, c tales que

1lla+1lb+c=k

donde k = 190,191,...,279.
Para k = 190.191,...,221, tenemos que a = 1, por lo que la

ecuacion se reduce a
1b+c=794+m

donde m € {0,1,...31}, y obtenemos soluciones {1720,1999].
Para k = 222,223,...,279, se tiene qué a = 2y la ecuacion se

reduce a
11b+c=m

donde m = 1,2,...,57, por lo que procediendo de la misma
manera obtenemos las soluciones {2000, 2529}, que en total son
9529 -- 1719 = 810 ndmeros.

o 4to caso, enteros de cinco digitos. Procediendo como an-
tes, obtenemos las soluciones {15500, 22789], es decir, 22789 —

15499 = 7920 soluciones mas.
Todos los nameros de 6 digitos son mayores que 26000 por lo
que el numero de enteros buscados es

1+10+10-9+10-9% +10- 9% = 8201.

Segunda forma de terminar.
Los enteros positivos m, menores que 26000, que no son imagen de
algun otro entero bajo el proceso, pueden ser escritos en la forma

111le + 111b+ 11+ 10, 1111a+ 1116+ 1100 1111a + 1110

donde a, b, ¢ son digitos.

—_-——
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Para convencernos de Io anterior, note
del proceso de un mimero, esta dada
ndmero, por lo quepor ejemplo para o

Mos que la formula obtenida
en términos de los digitos del
btener un nimero de la forma

Hlla+ 1110+ 11 + 10,

seria necesario tener un digito igual a 10, Io cual No es posible.

Como en la primera forma de terminar, es facil ver que los Unicos
ndmeros de a lo mas dos digitos Cuya casaes el 2, son 2,20,21,.. .,
29, es decir, 11 nameros, Ahora, nos gustaria encontrar todos ios
numeros a los cuales a aplicarles el proceso nos dan como resul-
tados 20,21,....99. En principio debera haber 100 nimeros de los
buscados, sin embargo es facil ver

. S0lo hay 90 nimeros que llegan
a20,21,...,29 Los 9o nimeros que llegan a 20, 21,
intervalo de enteros [190, 279

En principio hay 908 nimeros que al aplicarles el proceso perte-
necen al intervalo de enteros (190, 279], pero debemos buscar en
este intervalo (190, 279), cuales niimeros no tienen preimagen bajo
el proceso. Hay 8 nimeros de la forma

Hlla+ 1115+ 11c+ 10

(@=0b=1c=789ya=0p=2¢-

0,1,2.3,4), Y un niimero
de la forma

I11la+ 1116+ 110

lo [20,29]. Como el primer nimero que llega ai 190 es el 1720y el
Ultimo ntimero que llega a 279 es el 2529,y 2529 — 1719 = 810, en-
tonces exactamente dlintervalo de enteros [1720, 2529) son los que
bajo el proceso llegan al intervalo [190,279). De Ia misma manera,
debemos buscar cuales nimeros en el intervalo {1720, 2529] no tie-
nen preimagen bajo el proceso. En dicho intervalo hay 72 ntmeros
de la forma
Iille + 111b + 11c + 10,

7delaforma 11114 + 11164110y 2 de la forma

1111ae+ 1110,

en total 81 nameros. Por lo que la cantidad de enteros que bajo

-el proceso llegan a (1710, 2529] es 8100 - 81 . 10 = 7290. Ahora

notemos que el proceso aplicado a 15500 es igual a 1791 {1790 no
tiene preimagen) y el proceso aplicado a 22789 es 259 ,
22789 - 15499 = 7290 niimeros exactamente.

Todos los nimeros de 6digitos son mayores que 26000 por lo que el
nimero de enteros buscados es 1+10+10-94+10-9+10-93 = 89g;.
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ue se aplica a cada
i resenta el proceso q

- la funcion que rep

Solucion 2 Sea P

= 3 escrito en

entero positivo N, es decir, si N = T, 1--- @201 estdes

ner ’ '
su expresién decimal, entonces

1 -1, _a"_l)_‘_”_

1 V = = Oul.l. - + 10 Al -1

(1 ) 9 [(1 n n) (

+(10(L1 - (L]) + ((l,() ll())]

) 9 )+ - + aa(99) + @1{9)
- % an(gg..‘9)+a..-x(w)

1 veces -1 veces

et 1llas+ay
= ap(11... D) +aua(li...1)+

1 veces n-1 veces

— a —_— ~--(.l -t
G,an-1.--020) + Q-1 .az + Gpln-1 3+
7l

+8n0p-1 + Qn

i a
i > P(b), es decir, P es un
e si a > b entonces P(a) > oS une
Noteiémr? scr((]a‘::iente. Ademas podemqs observar ?ug ‘:; rzpno iy
fl:Jr;ﬁquier numero, el digito de las umdadez dfe Ffiol gt
. ' les de la definici .
inguna de las sumas fina P onida
;‘:i;r;:) (?ak:ulemos la casa de 2012. Usa;dozlgge?{szs;))nz o§2+2 :
iene que P(2012) = 201+20+2 = 223, ) .
para[’};:)e heZn; 2(2) =( 0, por lo que la casa de 2012 es |g:a| :nQCO
= y n )
b tener todos los nimeros menores que 2.6_000 que '::légenes
e egl ntmero 2, debemos calcutar la familia de proeslitivo
?02(:3:; la funcién P, es decir, P~"(2) para 1: er;t;rr‘% ;;, sy ﬁnico
% laro que el numero 2 tiene como casa a €l m oA
E.s ,‘;a ue tiene como casa al 2. Ahora, encontr_em S 08 1 meros
Sfldc:): digitos ab tales que P(al;) ;e2c;oisd :e;:lr,: n2 cesiame o
cuacion P(ab) = a = 2. Dec . P fonon
zz;:;::r%igito, por lo tanto todos los numeros 20, 21,

( 2.
como casa al nimero 7\ — ab + a = n, donde n toma
Para tres digitos, tenemos que P(abc) = agbo;Li 20n§ P(279) = 29.
valores del 20 al 29. Es facil ver que P(1 0 o (2s0) = 28 +
ademés que P(189) = 18 +1 = 19Y G diferentes de
Noten(;O‘S ego como P es creciente no existen enteros
=30, lu : . )
?1903279] cuya imagen esta contegnd? en i[zr?;;iirma oara obtener
* . m ’
digitos procedemos de fa misn 3 ido en
Pacreaeﬁzg:valg de enteros {1720,2529)] bc’fljo P :s;]aé:o(;:algs bus-
grintervalo [190,279], es decir, hag 819'122’3;?03 tenemos que el
; Ci .
inalmente para numeros de ¢ ; ido en &l in-
'catg?vsélg ‘ge enteros {15500,22789)] bajo P esta (é,:tﬁnf'\i?ar que en
ltn alo (1720, 2529], es decir, hay 7290 numeros. o Notomos
:stn:a caso, el nimero 1720 no fiene prelmaQ%igglsso r{ nGmeros ma-
' i 15500
agenes del intervalo [15500, s es
que Laz 5;65';‘0(% Por lo tanto el nimero de enteros buscado
yore: -
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1+10 490 + 810 + 7290 = 8201.

[1720 — #

190 — 15500
199 : 15509
1729
n — {@
220 2010
: 18120
2~ 2 — 223 — 2012 ~— :
: 18129
| 229 2019
270
29 +— : 2520
279 ~—— : 22780
2629 «— :
22789

Problema v -
Algunas ranas, unas de ellas rojas y otras verdes. se van a mover

en un taplero 11x11, de acuerdo a
esta ubicada, digamos, en la casill
figura, entonces

o Si es roja, puede saltar a cualquiera de las

con x.

o Sies verde, puede saltar a cyal
con o.

las siguientes reglas. Siuna rana
a marcada con # en la siguiente

casillas marcadas

quiera de las casillas marcadas
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Solucion 1

Diremos que dos ranas (de cualquier color) se pueden encontrar en
una casilla si ambas pueden llegar hasta tal casilla saltando una o
mas veces, no necesariamente con el mismo nimero de saltos.

(a) Muestra que si ponemos 6 ranas, entonces hay al menos 2 que
se pueden encontrar en una casilla.

(b) ¢Para qué valores de k es posible poner una rana roja y una
verde de manera que haya exactamente k casilias en las que
estas dos ranas se pueden encontrar?

Primero vamos a explorar un poco cémo se comportan las ranas
rojas. Con las ranas verdes pasan cosas similares. Por comodidad
trabajaremos con un tablero mas grande. Pintemos el tablero con la
siguiente coloracion.

1141215[3]114]12{513
21s5|3{1laj2f5|3]|1]4
3t1l4i2i5i311j4]2]5
al2fs|3fij4]2)5|3|1
5{3(1]4]2{5]|3]1]4]2
1lal25|3[1]al2]5]3
215131114 121513|11]4
3(1l4)2)5]3]1]4]2]5
412151311141 2]51311
5]3j1]4f2]5]3{1]4]2

Notemos que una rana roja que comienza en determinado ndmero
puede visitar todas las casillas con este nimero y sélo esas. Note-
mos también que una rana puede visitar cualquier columna.

Ahora veremos como interactiian las ranas rojas con las ranas ver-
des. Para esto haremos saltar una rana verde en el tablero anterior.
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Ccorresponden segin la primer col

hay dos ranas que caen en e mis

fanas se pueden encontrar.

La parte (b) se obtiene a

hay exactamente un

colores distintos. Tenemos 3 posibilidades segin
. en el tablero de 11 x 11 ¢con respecto al tablero grande:

CAPITULO 6. SOLUCIONES EXAMEN NACIONAL

Notemos que en cada columna Yy en cada fila visita uno y solo un
tipo de nimeros. Mis aun, en 5 filas (0 columnas) consecutivas,
visita nimeros distinios. Esto nos garantiza que poniendo cuales-

quiera dos ranas de colores distintos, se pueden encontrar unay
solo una vez en cada tablero de 5 x 5.

T T T
oo nDRaE
‘75@17*2_5@77‘
B RDRGEE DRen
RN BOnE
831 @)2s]s 1@ 2]
Ofa]2]5[3 O«|2]5[3]
2151@|1[a]2]5|@)1 4
3l1ja]2|®]3]1 TT@‘
1@ 3|1 [4]@5 311
BERE @25 s[1]@[ 2] |
L] 1]

{sin pérdida de generalidad, rojas), entonces vemos a qué niimero

oracion. Por principio de casilias
Mo numero y por tanto estas dos

partir de que en cada tablero des5x5
punto en el que se puedan encontrar ranas de

quede el desfase

-
= F

B

1]
1]
LT
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[ |

203
i e se encuentrany 2
i 203filasenlasqu ‘ 4
o e les casillas
1ESI d::;:aspen las que se encuentran, dando 4, 6 0 9 posibl
colu
de encuentro. | N
ue cualquier ra
jon 2 Otra forma de demostrar la par_te (a) es most:ar qrimeras pler rana
Solueien in importar su tipo), puede visitar alguna de as pl as 5 casilas
(Smllm[;imera fila. Esto se puede probar algontrplcezlm : m,as s
deeaeﬁ cada salto la rana sube 2 o 3 filas y baja 2 0
qu
i lumnas).
mismo para las co o . vede
Asi. de nuevo aplicando el principio de las casillas ;elznlja:; ; eq e de
- ranas. dos de ellas pueden encontrarse en aig
seis ,
casillas marcadas. . nervamos aue. s
' rte (a). Primero A \
i0 vo probamos la pal ). . e, pare
Solucion3 i rgna si esta puede visitar una casnlq Qe unaue"as e
Cuiihlél;: en e'sa misma columna sélo puede visitar aq
enton : .
: i ia multiplo de 5.
tan a distancia mu . - erer
o 0 una rana puede visitar cualqwef columna, entoné:;zs altener
gogr‘las las mandamos todas a una misma columna y
r ' . 5 AT
deben de quedar a distancia mltiplo de 5. } b sclucén 1
i ura .
i6 mos !a segunda fig
acion. Considere solucion 1
(S)'b:: r:alsta figura recortamos un tablero de 9 x Qd(i;)snr:nas o en el
; ero 1 que esta dentro del circulo, vemos qui‘ s e
?ug color que comienzan en el centro de un tablero
in :
ar en esa casilla. '
se pueden encontr: et
U : segunda forma de argumentar la parte (b) es ver donde q
na 1 .
este tablero de 9 x 9 en el tablero de 11 x 11

ia 3 BC concircuncirculo C. Sean
Problema V1 O roaon tﬂadng lg);};:g ayng; lZlApl/;nto medio de BC. Las regtas
s ortocen;rfo cortan por segunda vez aC en D,EyF, respectn:a-
AH, B.H ¢ Cta MH corta a C en J de manera que H queda egu\::
r]C’e;t?Il lg:aag K y L los incentros de ADEJ y ADFJ, respec

mente. Muestra que K L es paralela a BC.

A en C. Notemos que

¢ ! iametralmente opuesto a ;

ol e o pl‘ln:g : ‘?4’0 pues ambas rectas son perpend{culares :
o esb? arsa earalela a A'B porque las dos son perpendiiularzia-
ﬁg gnto?\c; A'BHC es un paralelogramo, y como en 10S p
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lelogramos las diagonales se intersecan en su punto medio, A'H
interseca a BC' en M. Se sigue que A, Af, H y J estan alineados.

Ahora demostraremos que D es la reflexion de H c
a BC. El cuadrildtero ABDC es ciclico entonces s
guientes igualdades

on respecto a
e tienen las si-

4BCD = 4BAD = 90° - {B = {BCH.

De manera similar se sigue que £CBD = <CBH. Por criterio ALA,
los trianguios BHC y BDC son congruentes, lo cual prueba que D
es la reflexion de H con respecto a BC. Andiogamente, E'y F son
las reflexiones de H con respecto a2 CA y AB, respectivamente.
De lo anterior podemes concluir que CD = CH = CE, de modo

que los arcos menores CD y CE son iguales y por tanto JC es
bisectriz de £ DJE. Mis atn, es conocido que C es el circuncentro
de ACHK, asi que CK = CH. Por otra parte, como A'BHC es
paralelogramo, CH = BA', de donde CK = BA’. Siguiendo un
fazonamiento similar con ADFJ se concluye que BL = CA’.

Para terminar, AJBM es semejante a ACA'M y AJCM es seme-
jante a ABA' M. De esto obtenemos

JB  BM
caA T A
JC oM
BA T AM

Empleando las expresiones anteriores se llega a que

JC_BA-CM AM BN K
JB™ AM 'CA-BM _ CA _ BL’
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Solucién 2

asi que por el Teorema de Thales, LK y BC son paralelas, como
se queria probar. . _
Observacion. Hay varias maneras de concluir, como por ejemplo
la siguiente. Las rectas BC y-A’D son paralelas pues ambas son
perpendiculares a AD. Entonces tenemos

ABJD = 4BCD = {CDA = LCJA".

De lo anterior se sigue facilmente que AJBD y AJAIC son seme-
jantes, asi como AJCD y AJAM B, por lo tanto

JB _JM _JM _JC
BD MC MB CD
Reacomodando la expresion anterior llegamos a
JC _CD _CK
JB ™ BD BL’
en consecuencia K L es paralela a BC.
Iniciemos demostrando el siguiente lema.

Lema 2 Sea ABCD un cuadrilatero ciclico convexo. Si los pun-
tos P, Q, Ry S son los incentros de los triangulos ABCD, AC’DA,
ADAB y AABC, respectivamente, entonces PQRS es un rectangu-
lo.

Demostracion. Sea Xun punto sobre el rayo DQ de manera que
Q esta entre D y X. Por ser R y Q los incentros de los triangulos
ADAB Yy ACDA, respectivamente, tenemos que

1
£LARD = 90°+§KABD,

1
£AQD = 90°+§,{ACD,

pero por ser ABCD ciclico se tiene que {ABD = £ACD, por lo
tanto, {ARD = £AQD; entonces ARQD es ciclico. De manera
analoga, DQPC es ciclico. De lo anterior se sigue que

4£PQR £PQX + LXQR

~ LPCD+4DAR
- % (LBCD + 4DAB)
_—

De manera similar se demuestra que los demas angulos de PQRS
son rectos, por lo que PQRS es rectangulo y el lema queda proba-
do.
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CAPITULO 6. SOLUCIONES EXAMEN NACIONAL

Retomando el problema original, consideremos A’ el punto diame-
tralmente opuesto a A en Cy N el incentro de AFJE. Como se
probo en la solucion 1, los puntos H, Al y 4’ son colineales, luego

A’ esta sobre J A/, que es mediana de AJB(.
A

A

D A’

Recordemos que en Ia solucion 1 también se demostré que FB=

BDy DC:CAE. Se sigue entonces que BJ, BE, CF y CJ son
bisectrices de £ FJD, 4FED, {DFE Y £DJE, respectivamente.
Entonces K ests sobre JC, L esta sobre JB Yy H es el incentro de

ADEF. Como A es el punto medio del arco fE y A’
diametralmente Opuestoa 4 en ¢, se tiene que A’

del arco EF, en consecuencia N esta sobre JAf.

Por otro lado, el lema aplicado a FJED nos garantiza que NLH K
€s un rectangulo, en particular sus diagonales se bisecan y enton-
ces la recta JM corta al Segmento K'L en su punto medio, al cual
denotaremos P. Si L’ esun punto sobre JC de manera que KI' es
paralelaa BCy P’ es el punto de interseccion de JM con KL, por
el Teorema de Thales se tiene que P’ es el punto medio de K L.
Entonces podemos asegurar que

es el punto
€s el punto medio

KP kP
PL ~ PL"

por lo tanto PP’y LI’ son paralelas, sin embargo estas rectas se

cortan en 4, asi que la dnica posibilidad es que = L', lo cual
concluye la demostracion.

Capitulo 7

Definiciones y Resultados
Basicos

7.1. Geometria

7.1.1. Angulos

s . n
Definicion 1 Un angulo es la abertura formada por dos semirrectas con u
mismo origen llamado vértice. o 00"
angulo recto es aquel que mide 90°. » ,
ng a’ggulos son complementarios, y cada uno es el complemento de
uando su suma es igual a 90°.
Otrobgs angulos son suplementarios, y cada uno es el suplemento del otro,

f 1o}
ndo su suma es igual a 180°. » .
CuaDos angulos son opuestos por el vértice cuando los lados de uno son la

olongaciones de los del otro. . . o “
4 Dog angulos son adyacentes cuando tienen un mismo vertice y un la

comun y son exteriores el uno al otro.

Cuando una recta se interseca con otra diferente set forg(\:tna (cji:: ;):rrij:
de angulos opuestos iguales. En un.SIStema fie dos :jec ::uerdo o
secante o transversal se pueden f:la5|ﬁcar los anthtlos e
que ocupan con respecto a los sistemas adyacentes.
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Colaterales

Dos rectas se encuentran en el mismo plano son paralelas si no se cortan.

Teorema 1 £n todo sistema

de dos rectas paralelas cortadas por una se-
cante, se tiene que

1. los angulos correspondientes son iguales,
2 los angulos alternos son iguales,

3. los angulos colaterales san suplementarios.

Definicién 2 un triangulo que tiene sus tres ang
decir menores de 90°, se llama acutangulo.

Un tridgngulo rectingulo es aquel qQue tiene un éngulo interior recto, es
decir de 90°.

Un triangulo que tiene un angulo obtuso, es decir mayo de 90°
obtusangulo.

Un tridngulo que tiene dos de sus lados iguales se flama isdsceles,

Un triangulo que tiene sus tres lados iquales se llama equilatero. Un trign-
gulo equildtero es un caso particular de un triangulo isésceles.

Un triénguio que no tiene ningin par de lados iguales se flama escaleno.

Corolario 2 12 suma de los tres
es igual a 180°.

ulos interiores agudos, es

se llama

angulos interiores de cualquier triangulo

Definicion 3 un dngulo exterior de un tridngulo es el formado por un Jado -
del tridngulo y Ia prolongacion de otro,

Corolario 3 £n todo triangulo cada angulo exterior es igual a la suma de
los dos interiores que no fe son adyacentes, es decir los que le son opuestos.

La suma de los tres angulos exteriores (uno en cada vértice) de cualquier
triangulo, es igual a 360°.

7.1.2. Semejanza de Triangulos

El area de un tridngulo AABC esta determinada por las medidas de su
base y altura

(AAB )= Base :ZAltura.

Proposicion 1 s dos triangulos tienen un par de bases iguales, entonces

la razon entre sus dreas es igual ata razén entre lag alturas correspondientes.
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formados son proporcionales.

A

D E

/

B C

A iangulo cualquiera AABC, si
i resuitado es que para un triangu
lbo q?:o?;iﬁ:ois:jl AB y AC respectivamente, tales que DE es paralelo a
y

BC, entonces

AD AE
AB T AC’
AD AE
' DB EC’
AB _AC
DB~ EC’

.
Se

cionales.
\ D

/L.
/.

/

En este caso, si AD, BE y CG son paralelas, entonces

AB _DE
AC T DG’
AB _DE
BC ~ EG’
AC _ DG
BC ~ EG’
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Definicion 4 pos triangulos DA, B, Cy y A\ As BoCy se llaman congruentes
o iguales si y sélo si tanto sus lados como sus angulos correspondientes son
iguales, es decir

AiBy = A:DB,,
BiC\ = By(y,
AiCy = Ay,
-LA] = 4A,,
AB) = 4DB,,
4C, = £Cs.
Al Az
B, — G DBy —~ G

Para indicar que los triangulos A4, B,C; y 8A2B,C; son congruentes o
haremos de la siguiente manera

AA13101 >~ AAQBQCZ.

Criterios de Congruencia

Para que AA,B,C; ~ QAR B,C; es suficiente que se cumpla una de las
siguientes tres condiciones

(ALA) Dos angulos iguales e igual la pareja de lados comprendidos entre
los angulos, por ejemplo

KA] = éAz, AlBl = Asz y KB} = KBQ

(LAL) Dos parejas de lados iguales e igual el angulo comprendido entre
ellos, por ejemplo

A1B; = Asz, KBI = KBg Yy 3101 = BzCz.
(LLL) Las tres parejas de lados iguales
A1By = 43B,,BiC) = BoCy y A, C, = A2C,.

Definicién 5 pos tridngulos AA;B,\C; y AAyB,C, son semejantes si y
S6lo si los éngulos correspondientes son iguales y los lados correspondientes
son proporcionales, es decir si cumplen las siguientes relaciones

£A) = £ A,,
4By = £B,,
£Cy = L0y,

AB1 _ BiCy _ AC
%8 =BG = 4G
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Al

B, C. B, o
Para indicar que los triangulos AAB;C Y AA;B,C, son semejantes lo
haremos de la siguiente manera

AABC) ~ DA B Co.
iteri Semejanza .
cng:gsqg: AAIACI ~ AAyB,C, es suficiente que se cumpla una de las
tres condiciones siguientes .
{AA) Dos angulos iguales, por ejemplo
LA =LA y dBy = £DBs.

(LAL) Dos parejas de lados proporcionales e igual el angulo comprendido
entre ellos, por ejemplo :
A] B] _ 3101

£171 AB; = £8,.
Asz BZC2 y '

(LLL) Las tres parejas de lados proporcionales

A By _ B,C, _ Alcl.
AsBs - ByCy Ay

icid tos medios de cualesquiera
osicion 3 £l segmento que une los pun
5;: Ir.;dos de un triangulo arbitrario mide la mitad del tercer lado y es paralelo

a dicho lado.

Definicion 6 El triangulo formado por los puntos medios de los lados de un
triangulo dado se llama el triangulo medial.

A
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Corolario 6 £l trignguio medial de ¢
te a éste y su area es una cuarta parte

Proposicion 4 (a aitura trazada

lo recto en un trigngulo rectangulo,
al original.

ualquier triangulo es siempre semejan-
del area del triangulo original.

desde el vértice correspondiente al angu-
divide a éste en dos triangulos semejantes

Teorema 7 (de Pitagoras) En todo trisngulo rectangulo, el cuadrado de
la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos. Es decir, si

AABC es un triangulo rectangulo con angulo recto en A, entonces

BC? = AB? + AC2.

7.1.3. Paralelogramos

Definicion 7 un paralelogramo es un cuadrilétero en el que cada lado es
paralelo a su opuesto.

Proposicion 5 Para todo paralelogramo se cumplen las siquientes afirma-
ciones

1. Los lados opuestos son iguales.

2. Los angulos opuestos son iguales

.
y los dngulos consecutivos son suple-
mentarios.

3. Las diagonales se cortan en su purito medio.
Teorema 8 (Ley del Paralelogramo) La suma de Jos cuadrados de
los cuatro lados de un

paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados
de las diagonales. Es decir, si ABCD es un paralelogramo, entonces

AB?+BC? + CD® + DA® = AC? + BD?.

Teorema 9 (de Va rignon) Los puntos medios de los lados de un cuadri-
latero no cruzado determinan un paralelogramo. El perimetro del paralelogramo

es igual a la suma de las longitudes de las diagonales. Y su drea esigual ala
mitad del drea del cuadrilétero,
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7.1.4. Puntos y Rectas en los Tridngulos

Definicion 8 Una mediana en un triangulo es un segmento trazado del
dio de un lado al vértice opuesto. »
punlflongvgltura en un triangulo es un segmento perpendicular a un fado o a su
acion que va al vértice opuesto. N ’ .
PFOTg Si)isectr‘?z de un angulo es la recta que lo dIV{de en dos angulos Igl{‘?;?csé
En particular una bisectriz en un tridngulo es una linea que sale de un ve
: interi iguales.
ivide al angulo interior en dos partes igua .

g dlzg;aedia?riz de un segmento es la recta que pasa por el.punto mec{l’o y Lcla’;

endicular a dicho segmento. En particular una mediatriz en un trlang'l
girgna linea que pasa por el punto medio de un lado y es perpendicular a él.

icid i iso a misma linea hace todos las
i6n 6 En un tridngulo isosceles una . /
fzglgr?cas; ze mediana, altura, mediatriz y bisectriz, correspondientes al angulo
ul s X
formado por los lados iguales.

i i isectriz de cualquier angulo interior

a 10 (de la Bisectriz) La bisec :
.clj-: 2; (targ.ngulo setermina, en el lado opuesto, dqs segmentos prppqrc:oza/l{e; g
los respectivos lados que forman el angulo considerado. Es dgcu;,j s; eg ~ADC
la bisectriz del angulo 4 BAC corta a BC en un punto P interior del seg ,

entonces BP AB

PC~ AC

Teorema 11 (de la Bisectriz Exterior) Sila bisectriz getun a'.nguéo ;gs-
ia i to al angulo, determinar
i un triangulo interseca al lado 'Opues ’ i
ttzlc:vrv;ios propogcionales a los respectivos Iadqs que forman el atngulg Cco:n
zitferado Es decir, si en AABC la bisectriz del &ngulo £ BAC corta a
un punto P en la extension del segmento, entonces

BP AB
PC ~ AC
Teorema de Ia bisectriz exterior

Teorema 12 Si un tridngulo es isosceles entonces tiene dos angulos igua-
les, los angulos opuestos a los lados iguales.

H - . . lngu [os
-Steiner) Si un tridngulo tiene dos &
rema 13 (de Lehmus-St iner) : _
;'lr;ttac:;iores diferefrtes entonces las bisectrices correspondientes son diferentes
3 : : isectriz mayor.
lo menor le corresponde la bl§ec . ' ' ]
g aIEa: ?:glnsecuencia si en un triangulo dos de las blsectnqes son lg_L{aIes; egs
tonces sus angulos correspondientes son iguales, en particular el triangulo

isosceles.

Teorema 14 Si en un tridangulo una misma linea hace a la vez dos de las
funciones de
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& mediatriz,
m Jltura,
s bisectriz,

= mediana,

relativas a un mismo lado, entonces el triangulo es isésceles, siendo su base
dicho lado, y ademas a linea hace las otras dos funciones.

Definicion 9 La distancia de un punto a una recta es la magnitud del
segmento determinado por el punto y el pie del punto en la recta.

Proposicion 7 £ iugar geometrico de todos los puntos del plano que equi-
distan de cada lado de un angulo fijo es la bisectriz del angulo.

Proposicion 8 & lugar geométrico de todos los puntos del plano que equi-
distan de dos puntos fijos distintos pertenecientes al mismo plano, es la me-
diatriz del segmento determinado por estos puntos.

Definicion 10 cuando un conjunto de rectas se intersecan en un solo pun-
to decimos que son concurrentes.

Teorema 15 Paraun tridngulo cualquiera se cumplen las siguientes afirma-
ciones.

® Las tres medianas son concurrentes.
= Las bisectrices de los tres angulos interiores son concurrentes.
v Las tres mediatrices son concurrentes.

= Las tres alturas son concumentes.

Definicion 11 Al punto de interseccion G de las tres medianas de un trian-
gulo AABC le lfamaremos gravicentro. Este punto también es conocido co-
mo centroide, baricentro o centro de gravedad.

Al punto I en donde concurren las tres bisectrices de un triangulo AABC
le lamaremos incentro, que es el centro de la circunferencia tangente inte-
riormente a cada uno de Ios lados de AABC, dicha circunferencia se llama el
incirculo de AABC y el radio de dicha circunferencia se llama el inradio.

El punto O en donde se intersecan las medialrices de un tridngulo AABC
le llamaremos circuncentro, que es el centro de la circunferencia que pasa
por los tres vértices de AABC, dicha circunferencia se llama el circuncirculo
de AABC y el radio de dicha circunferencia se llama el circunradio,

El punto H en donde concurren las tres alturas de un trisngulo AABC le
flamaremos ortocentro.

Proposiciéon 9 En un triangulo cualquiera las bisectrices de dos angulos
exteriores y la del tercero interior, son concurrentes.
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Teorema 16 (Formula de Heron) Ef el area de un triéngulot 'deigg,’ ((a)rrr
términos de la longitud de sus lados « = BC, b= AC y ¢ = AD esta p

(AABC) = /s(s - a)(s - b)(s - ¢),

en donde s = L(a + b+ ¢) es el semiperimetro de AABC.

Teorema 17 (de Ceva) Sean X, Y y Z puntos en los lados BC, CAy AB
de un triangulo AABC, de modo que ninguno de estos puntos coincide cqn
algain vértice del triangulo. Las cevianas AX, BY y CZ son concurrentes si y

soblo si A7 BX cY

ZB XC YA

B X ¢

Definicion 12 Dados dos puntos Ay B le podemo; asignar un SZZZ?; ;:
] llos, por ejemplo de A a B o viceversa,
e aoamonts 4D ¢ to dirigido, que va del extremo
es que el segmento AB es un segmento dirigido,
intaolngxtre(ino B. El mismo segmento recorrido de! extremo B'al extrerpodA
sera el segmento dirigido BA y la relacion entre estos dos esta determinada

cion —_—
por la ecua 4B - -FA,

tras palabras R
o enotras p 4B+ BA =0,

De forma general el comportamiento de segmentos dirigidos eslara regidc
por la Relacién de Chasles, la cual establece que

AB+BC =4AC,
para cualquier posicion de tres puntos A, B y C en una recta.

tos en los lados BC, CA
a 18 (de Menelao) Sean X, Y y Z pun 0, C

Ticl);?ﬁranun triér(79ulo AABC, de modo que ninguno de estqs puntos' co:qcrdg
}clon algun vértice del triangulo. Los puntos X, Y y Z son colineales siy solo si
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7.1.5. Angulos en Ias Circunferencias _
Definicién 13 Un dngulo central os o formado por dos radips en una cir-
Cunferencia, Por fo tarito, dados dos puntos Ay B en una circunferencia, el
angulo centraf £AOB es ¢f que tiene su vért;

ice en el centro O de Ja circunfe-
rencia y sus lados son los radios 0 4 yOB.
El arco correspondiente es ef
central AB= LAQR.
Todo anguio central mide J.
Un dng

que se encuentra entre fos lados de/ angulo

Y sus lados P4 Y PB son Secantes.
Todo angulo inscrito mide Ia mitad def arco que abraza.

Proposicion 10 Todo énguio inscrito en yp,
do por e/ diametro, es recto,

angulos inscritos en una misma circunferencia Y que abracen una mjs.

Dos
ma cuerda, son iguales sj sys vértices estan del mismo fado de /a cuerda;
lados opuestos respecto de I3

a semicircunferencia, Subtengi-

Y son suplementarios sj Sus vertices estan en

Proposicién 11 La medida det dngulo sem,
arco comprendido entre sus lados.

Proposicién 12 Si
entonces los arcos de

i-inscrito es igual a la mitag del

dos rectas paralelas intersecan 5 una cirqunferencia,
terminados entre ellas son iguales,
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i i ja mide la semi-
Proposicion 13 Todo angulo exterior a una circunferencia
r ‘ .
difergncia de los arcos comprendidos entre sus lados

, i formado por
finicion 16 Un dngulo interior en una c:rcunferenctla i\j:rgor
. i B
(? . lc?/erdas de la circunferencia que se cortan en un punto
0s

RV Py e e . - f B . H

prolongaciones.

7.1.6. Cuadrilateros Ciclicos

A B PyQ
ma 19 (Conciclicidad de Cuatro Punlt.osa)lefe;(llos pinion B
Teore tos en el plano, cada ires de ellos no coline AB dosde ollos
cuatros puntos mismo semiplano determinado por la recta ¢ syP y Q estén
yQ es'f”ez%tgzito AB bajo angulos iguales, o blten ASIB los 5;% z lon o v of
seveels ; rla recta AB y
cofi i determinados po P
o dlsrl,;toizez?al%ag:;ulos suplementarios; entonces los puntos A, B, Py Q
segmento

son conciclicos.

_f PTS
¢ g I

; ; tos son
Folieo 8 Y 86 us angulos opues
S ciclico si y solo si sus angulos opuest desde
tero convexo es cicl i i y solo si des
o Cu?drriltl)as O bien, un cuadriiatero convexo es cughcgns u)llos iquales.
suplemg . a'rtic'es adyacentes se ve el lado opuesto bajo ang
un par de ve

: e I, ,. .y .I
Si Ia suma (’e l( )(S I)I()(i“(:t()s de l()s ‘ad()s ()‘)Uestos es Ig”a‘ al pl()dll““) de Ias
.

diagonales.

i i H es su ortocen-
icion 15 Dado un triangulo AABC cualquiera, ts:ﬂlgei
proOp 0uS Ic(i:rcuncentro y A’ el punto medio del lado BC, ento
tro,Os

AH = 2A/O.

tancia del gravicentro al circuncentro.

p p ly cen-

- ———
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Teorema 23 [os pies de las tres alturas de un triangulo, los puntos medios

de los tres lados y los puntos medios de los segmentos que van de los vértices
al ortocentro estan en una Cir

cunferencia cuyo centro esta en el punto medio
del segmento HO de Ia recta de Euler

Esta circunferencia se flama la Circunferencia de los Nueve Puntos de
un triangulo. E/ centro de esta circunferencia se encuentra en la recta de Euler,
a la mitad entre el ortocentro y el circuncentro.

A

7.1.7. Potencia

Proposicion 16 Sean A B, Cy D cuatro puntos corciclicos. Si P es e/
punto de interseccion de las rectas AB y CD, entonces

PA-PB=PC.PD.
Definicién 20 pado un punto P cualquiera y una recta que pase por el
punto y corte a una circunferencia enlos puntos X y Y, Ia potencia del punto
P con respecto a Ia circunferencia dada es igual a PX - PY.
Teorema 24 pados un punto Py una cir

cunferencia de centro O yradio R,
una secante desde ef punto P que corta a la circunferencia en puntos Ay B
es tal que PA - PB es constante e igual a

PO’ - R2,
M3s aun, si P es un punto exterior de fa circunferencia entonces
PA-PB=PT,
en donde PT es una de las tangentes al circulo, que pasa por P.

Teorema 25 i jos fados opuestos AB y CD de un cuadrilétero se inter-

Secan en un punto P y se cumple que PA- PB = pC . PD, entonces el
cuadrildtero es ciclico,

J 139
7.2. TEORIA DE NUMEROS

Definicion 21 &l eje radical de dos circunferencias es el lugar geometr{cz
de fos puntos tales que tienen la misma potencia respeclo a las circunferencia

dadas.

Teorema 26 Los ejes radicales de tres circunferencias con centros no <oli-
neales tomados por pares son concurrentes.

Definicion 22 El punto de inferseccion de los tres ejes radicales se llama
centro radical de las tres circunferencias.

7.2. Teoria de Numeros

7.2.1. Divisibilidad.

Definicion 23 Siay b son enteros, decimos que o divide a b (en simbolos,
a | b) si es posible encontrar ur entero x de tal manera que ax = b.

Recordemos que si z es un nimero real cualquiera, entonces el 'v.alor a:l-
soluto de z, denotado por |z|, es su distancia al 0 en la recta numérica real.

Propiedades
1. Paraaybenteros, a | bsiy sdlo siq| l [b].
2. Sia|byb#0, entonces a] < [b].
3. Para todo entero a se tiene que a | a.
4. Sia, bycsonenterostales quea |byb | c, entonces a | c.
5. Es posible que a l bperoque bta.
6. Para ay benteros, a | byb l a siysolosila] = |b].

Proposicion 17 Paraa, by centeros,a |bya|csiysdlosia | rh+ sc
para cualesquiera r y s enteros.

Corolario 27 Sia, b, c sonenteros tales que a | by a | c entonces a | (b+c).

Definicion 24 Siby c son enteros, todo nﬂmefo que pu.eda expresarse en
la forma rb + sc con r y s enteros, se llama combinacién lineal de b y c.

i i : jonados por la ecuacion b +c = d, y un
rolario 28 Sib, c y d estan relaciona -
r(l:t’l?nero a es divisor de cualesquiera dos de ellos, entonces también lo es del

tercero.
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Numeros Primos

Definicion 25 pecimos que un entero p # +1 es primo si sus Gnicos divi-
sores son +1y +p.

Un entero no cero y distinto de +1 es compuesto si no es primo. Los

enteros 1y -1 no son primos ni compuestos, se llaman unidades y al namero
0 no se le considera dentro de ninguna de estas categorias.

Teorema 29 (Fundamental de la Aritmética, Primera Parte)
Todo entero distinto de () y de +1 es producto de primos.

Observacioén. Al escribir un niimero entero como producto de primos, se
acostumbra poner primero el signo del niimero y después escribir sélo prirmos
positivos en orden creciente de magnitud, agrupando los primos que son igua-
les en la potencia correspondiente. Esta forma se llama la descomposicién

candnica del nimero. Por ejemplo, la descomposicién candnica de —180 es
_02325

Necesitamos saber cémo decidir si cierto nimero es primo o no; para esto,
basta ver que si un nimero positivo a es producto de dos divisores positivos,
entonces alguno de ellos debe ser menor oigual que \/a (pues el producto de

dos nimeros Jpositivos mayores que /a es mayor que a), de donde surge el
siguiente lema.

Lema 3 Sea a un nimero entero mayor que 1 con fa propiedad de que
ningan nimero primo menor o igual que \/a lo divide. Entonges g es primo.

" Teorema 36 Hay una infinidad de ndimeros primos,

Se enunciaran ahora algunos criterios de divisibilidad por nimeros pe-
queios.

= Criterio de divisibilidad por 2. Un entero a es divisible por 2 si y s6lo si
aterminaen0,2,4,6y8.

s Criterio de divisibilidad por 3. Un entero q es divisible por 3 siy sdlo si
la suma de las cifras de g es divisible por 3. (Por ejemplo, 474 es divisible
por3pues4+7+4=15y15es miitiplo de 3.)

= Criterio de divisibilidad por 4. Un entero q es divisible por 4 siy sélo
si el nimero formado por las dos dltimas cifras de a Io es, {Por ejemplo,
7923 no es divisible por 4 ¥a que 23 no es miiltiplo de 4.)

a Criterio de divisibilidad por 5. Un entero a es divisible por 5 si y sélo si
terminaen065.

= Criterio de divisibilidad por 6. Un entero a es divisible por 6 si y sdlo si
a es divisible por 2 y por 3.
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= Criterio de divisibilidad por 8. Un entero. a es divisible p(ori"oisr le g ms:!g)
si el namero formado por las ditimas tres cifras de a lo es. ,
27 256 es divisible por 8 pues 256 lo es.)

s Criterio de divisibilidad por 9. Un entero a es divisible por 9 si y solo si

la suma de las cifras de a es divisible por 9. {Por ejemplo, 3{:68;,(11 :3 z)as
multiplo de 9 pues 3+ 7+ 6 +8 +3 4+ 1 = 28, que no es MUIp .

« Criterio de divisibilidad por 10. Un entero a es divisible por 10 si y solo
si a termina en 0. .
= Criterio de divisibilidad por 11. Un entero a es c'jiv!smle pdo; 11 r:; r): ossolca:

i la di i ifras en posicion impar de a
si la diferencia de la suma de las ci osic 20 menos I
i icid de a es divisible por 11. {Por ejempio,

suma de las cifras en posicion par (
78 425 397 24§ si es divisible por 11 pues §8 +24347+4)-(T+44+5+
9+ 2+8) =24 - 35 = —11, que es divisible por 11.)

» Criterio de divisibilidad por 12. Un entero a es divisible por 12 siy solo
si a es divisible por 4 y por 3.

ivisibili i es real-
Existen diversos criterios de divisibilidad por 7,.pero ninguno de ellos
mente practico como los que se mencionan arriba.

7.2.2. Factorizacion en nimeros primos.
Teorema 31 (Fundamental de la Aritmétic;a, Segunda, Ffaartgvo
Todo entero distinto de 0 y de +1 es producto de.primos en forma tnic
orden y signo. ' .
Gracias al Teorema Fundamental de la Aritmética, caif numel'goerr;;cteer:;Cila .
s . n
i i descomposicién candnica. Agrega
tinto de 0 y £1 tiene una sola 1P e den
ici nénicas de dos 0 mas nume _
de cero a las descomposiciones canonicas y 10 s¢ pusder
i e todos ellos. Por ejemp!
ismos primos en las factorizaciones los. Por ejemplo s!
usfrsl%s in i’ys‘"’ X 523 b = 20 = 22 x 5, entonces podemos escfnblr a= 2 X 3> x Zs
v l; = 22_x 30 x 5. Con esta escritura es muy facil determ{na si un numero
Zivisible por otro 0 no, comos nos dice el siguiente corolario.

fi,.f2 S de <
Corolario 32 Sean a = £p}ip3?...p5* y b = £pi’p) tpg 'ngo,',?egag‘l,o&
py < -+ < pr Son primos positivos y las e; ¥ f; son entero o
Igntonces a|b si y s6lo siparatodai=1,2,...,k, setiene que e; < f;.

i j sicién canénica del en-
Corolario 33 Sia = +p%'p5*...p}* esla descompo
tero a, enfonces

1. El numero de divisores positivos de a es
m(a) = (e1+1)(e2 + 1) --- (ex + 1),
2. la suma de los divisores positivos de a esta dada por

L. 1p02)... (0 1 ....|;p€k,
@ +pt 4+ o+ +03) (e et )
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3. el producto de los divisores positivos de « es igual a

a’cons =

T(a) -1

Lema 4 (de Euclides

) Sipesun ndmero primo que divide a/ producto de
dos enteros positivos q y

b, es decir, plab entonces plaoplb.
7.2.3. Algoritmo de Eudlides.

Teorema 34 (Algoritmo de Ia Divisién) Dados dos entero

Saybcon
b # 0, existen enteros tnicos q yr de tal forma que

a=bgtr, con0<r< b

El'nimero genla proposicion anterior es el cociente (de la division de o entre
b}y el niimero r es el residuo (de la division de ¢ entre b).

Observacion. Siq y b son enteros y b + 0, entonces b | asiysolosiel
residuo r de la divisién de o entreb es 0.

Definicion 26 pados dos enteros m y n diferentes de cero, es claro que 1
divide a ambos nameros Y que ademas existe un nimero finjto de divisores

comunes. Definimos su méximo comiin divisor, en simbolos
med(m, n)

como el mayor de ios divisores comunes a ellos; es decir,

d =med(m, 1),
Si
1. dimydjn
2. Para cualquier ¢ tal que cjm ycln se tiene que ¢ <d
Se estudiaran a continuacion aigunas propiedades del maximo comin divi-
d

sor de dos niimeros: la generalizacién es sencilla usando la formula recursiva

mcd(ay, ay, ... »Qk) =med(a;, med(as, . .. Lax)).
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Propiedades

Sean m y 1 enteros no cero. Entonces
1. med(m. n) = med({mi, jnl);
2. med{m.n) > 0;

3. sim | n, entonces med{m,n) = {mf;

l = d(ln IL) m= dn'l y n= (In (eS de i, m y n son |OS espe
4. Sl¢ U1C N N CH f (:“V(IS
COCIeII[eS de m y n el |t|e d), e”to' 1CES nlCd(”l n ) = 1

5. Sea p un nimero primo. Si p no divide a n entonces mcd(p, n)=1

6. Para cualquier nimero natural k se tiene med(km, kn) = kmed(m,n).

7’) 1 se factorizan en pl mos comom = tp] p y — ip t
7 S f . ] R e n= l"‘Pﬁ,
enit n ' m"“ ay.31) min{o B8i) ’

onces mCd(m."n) —pl infes. 31 ---pl_ : .

. , ivos,
Definicion 27 Si mcd(a,b) = 1, decimos que a y b son primos relativ
primos entre si o coprimos.

Y i lativos
Ob erva::ién Notemos que dos ndmeros pueden ser pnmods( 4re9:; o
. . - c — ,
u: ninguno de elios sea ndmero primo, por ejemplo, ya‘qu(;aS med(4,
1y i Y rimos.
4y g son primos relativos, sin embargo, no son AUMEros p

f a. Si ue
“Lema 5 Sean a y b enteros no cero con b { a. Si q y v son enteros tales q
a = bq + r, entonces med(a, b) = med(b,7).

Teorema 35 (Algoritmo de Euclides) Sean a yb enteros no cero. En-
tonces med(a, b) es combinacion lineal de a y b.

aximo comin
Corolario 36 Sean a y b dos enteros no cero y sea dbgynrgaglsrn; y
divisor. Entonces cualquier divisor comiin de a y de b, tambié

: ' binacion
El siguiente corolario nos dice cuales nimeros pueden ser com
fineal de dos enteros a y b diferentes de cero.

X 1n divisor.
Corolario 37 Seana y®b enteros no ceroy sea d §lu m_a;(;mrg :Zzgr; g visor
7 inacion lineal de a y b si y solo si A
timero ¢ es combinacion lineal b
ldjgci': d es la minima combinacion. lineal positiva de a y b.

. o
Corolario 38 Todo entero a puede expresarse como combinacion lineal d
dos ndimeros primos p y q.
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7.2.4. Minimo Comun Multiplo

Definicion 28 secan 1, Y n dos nimeros naturales. Consideremos ahora
todos los mitiplos POsitivos de m: m, 2m, 3. y los mdttiplos positivos de
nn,2n,3n,. ... Notemos que ma es maltiplo tanto de 1 como de n. Al multiplo

coman positivo mas pequeno le llamamos el minimo comin multiplo de m, y
n, ¥ lo denotamos por mem(m, n).

Algunas propiedades del minimo comun multiplo son:
1. med(m, n) - mem(im, n) = mn.

2. Si c es un namero natural tal que mlc y nle, entonces mem(m, n)
particular mem(m, n) < c.

le, en
Si min entonces mem(m, n) = p,

Si k = mem(m, n).k=m'myk=nn, entonces med(m/, n') = 1.
)=pn.

3.

4.

5. Sea p un nimero primo. Si p no divide a » entonces mem(p, n
6. Para cualquier nimero natural & se tiene mem(km, kn) = kmem(m, n).
7.

Sim y n se factorizan en primos como m = - PEyn= pf‘ .. -pf“,
entonces med(m, n) = pléxtes 3 | ppowd),
7.2.5. Congruencias

Definicion 29 pados dos enteros a y b, diremos que son congruentes

médulo m si mi(a - b) y Se escribe a = b (méd m). Esto es equivalente 3
afirmar que a y b dejan el mismo residuo cuando se les divide por m,

Algunas propiedades de las congruencias son:
1. Sia=b (méd m)yc=d (méd m)entonces a+ ¢ = b+ ¢ (méd m).
2.8ia=b (médm)yec =4 (méd m) entonces ac = bg (méd m). En
particular, sia = {méd m) entonces para cualquier natural k, o* = b*
(méd m).

3. mlasiysélosiaq =g (méd m).

4. Siaym son Primos relativos y ¢ = § (méd m), entonces b y m también
$on primos relativos.

5. Sikymson primos relativos, entonces existe un entero A tal que kh =1
(méd m).

Ahora vamos a fijar un nimero m. La relacién en los enteros de ser con-
gruentes modulo m es una relacion de equivalencia, esto es, se cumple:

= Reflexividad: ¢ = ¢ (mdd m) para todo-nimero entero q.
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= Simetria: Sia = b (n6d ) entonces

b=a (mddm).

. o es
» Transitividad: Sia = b (inéd m) y b = ¢ (inéd m) entonc
a=c¢ (méd m).

i ero. Entonces, por ser

n natural diferente de-c 0
ngamos que m es u ur . : . por ser
| Sﬁpzugncia modulo m una relacién de equivalencia, podrir:;)ion wsicar

tde:s lgc’)s enteros de la siguiente forma: los que son congrue \

5 njuntos.
con m — 1. Cualquier entero cae en uno y sélo uno di:::)oss conj
,En refacion a las congruencias, tenemos algunos resu .

|eO| ema 39 (Ch" 10 de' ReS|du0) Sea” Ny, -5k numeros enteros co-

resuelve el sistema de congruencias

r = @ (méd nl)
£ = ar (médng).

j mdédulo el
Mas atn, tadas las soluciones x de este sistema son congruentes
as aun,
producto ny -~ ng. o
Teorema 40 (Pequeiio Teorema de Fermat) Sea p un nimero p
mo, entonces para cualquier numero entero a,

a?=aq (méd p)'

! is que
Si a no es divisible por p, entonces se tiene ademas q

g,p_l =1 (méd p)

Zacio q e Fermat, nece-
Para enunciar una generalizacion del Pequefio teorema d
sitamos la siguiente definicion.

/ nteros
Definicion 30 Sean un nimero natural. ¢(n) dengta el. r;\?//ieg) g: /Z feros
entre 1 y n que son primos relativos con r.. A la funcion ¢ :

la funcién ¢ de Euler. 1
En particular, si p es un nimero primo, se tiene que ¢(p) =p — 1.

/ i ri-
Teorema 41 (de Euler) Sea n cualquier nimero entero. Sia.y n son p.

; ces
mos relativos, enton ™ =1 (mod n).
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Teorema 42 (de Wilson) Sip es un namero primo, entonces

(p-1)'=-1 (médp).

Teorema 43 (de Ia Congruencia Lineal) Sean ayb dos nimeros en-
teros y n un nimero natural. Entonces la congruencia

ez =b (méd n)

tiene una solucion para  si y solo si b es divisible por med(
Si zy es una solucién, el conjunto de todas las soluciones

n

a,n). En este caso,
esta dado por .

7.3. Combinatoria

7.3.1. Conteo

Proposicion 18 Cada conjunto con n elementos tiene 2™ subécnjuntos.

Definicion 31 padon ¢ N denotaremos por n! al producto de todos Jos
numeros naturales menores o iguales que n; esto es

n!:n-(n—1)~(n—2)~-2-1

Para poder incluir el caso n, = 0, se define

=1

Principio 1 (Fundamental de Cont
zar una tarea y n formas de realizar
realizar ambas es m - n,

©0) Si existen m formas de reali-
otra tarea distinta; el total de formas de

Definicién 32 Sea un co

njunto E que consiste de n elementos yseakun
entero entre 0 y n.

= Una permutacién de orden k {de los elementos de E) es una seleccién
ordenada, sin repeticiones, de k elementos de E.

= Una combinacién de orden k

(de los elementos de E) es un subconjunto
de E con k elementos.
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Teorema 44 El numero de combinaciones de n objetos diferentes tomados
dekenk,conk <nes

n - n!
(k) =G = Goa
Teorema 45 Para todo n € N, se tiene qug
Cy=1=C;
Teorema 46 Para todo n y todo k < n, se tiene que
1 n+1
CR+Cia =Gy

i6 i juntos Ay .
ipi id sion) Si tenemos n conjun
i De Inclusion y Exclu : ) I
Pnncn?fllo{go(siblemente con elementos en comun), entonces elk nu“r_n.e.r-o itc;:a
Ifcl?d’e .e'lémZntos que tienen entre todos es igual r? ky C_el;;2a+(:;?) r-, ! jn - u,;:;
ene
e suma de los elementos que pe 0
o s kt)r?'tslrllét'os k, es la suma de los elementos que pertenecen lan%);; o
o :rc:fs)cdo]s de Ic;° conjuntos, y asi sucesivamente hasta k,, que es e
me S s °
de elementos en comiin a todos los conjuntos.

/ r- . yeees@p)
Proposicion 19 Dados naturales y N, elnimero de adifs ga }é;lozs g res,_
i 1 +---+a, =
d ,-..,a. que satisfacen a; + az Ul 4
tr? e.n'trt)aros ihkazh > ’:2 ar > ky, donde ki, ks, ..., k. son enteros dado
jccion: ay > ki, e di

es (Nf(k1+k2+“'+kf)+r_1)

r—1

Permutaciones

Teorema 47 Eltotal de formas en que se pueden permutar n objetos toma-

dosdenennes
P? =n!

Teorema 48 Elnamero de permutaciones de n objetos en k lugares esta da-

do por ol

"k

24
parak <mn.

. e . di-
Definicion 33 Liamamos permutaciones ciclicas al numer}o3 ge formas
ferentes de acomodar n objetos en circylo y{o denotamos po'r‘ dg.repeﬁr o
Cuando se acomodan n. objetos en k lugares con la opcion peti o
b 'etg: ntenemos permutaciones con repeticion, las cuales se denol v
objetos,
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7.3.2. Teorema del Binomio de Newton

EI .o : . -
Triangulo de Pascal esta formado por numero enteros y se construye

de la sigui
b !5|gu:ente manera, en donde los elementos de enmedio son a suma de
s valores de los dos elementos encima de &l.

n=_: 1

n=1: 1 1

n=2: 1 9 1

n=3: 1 3 3 1
n=4: 1 1 6 4 1
n=5: 1 5 10 10 5 1

£ .
e r:'le;;ezatndo por el rgnglon cero, los valores que aparecen en el renglon

A D Ien a'n .los coeﬁme:ntes del polinomio que resulta de elevar el binomio
T + ¥ aian-esima potencia. Por ejemplo para n = 5 tenemos

5 5 ) , )
(z+y)’ =2° + 52y +102%% + 102%y® + 52y + Y.
Cuando en lugar de suma se tiene una sustraccion, entonces los signos

J

—y)° = 5
(l' y) =z - 5x4y + 101-33/2 - 10-’172,1]3 + 51‘:!/4 _ ys_

También podemos ver el Triangulo de Pascal de la siguiente forma

n=40: 0

n=1: 1 0)

n=2 9 (0) 9 (;)

n=3 3 3 ( 3 (g)
=4 4 ) ) () . G)

0
n=>5: 5 5
#) () () ) @ G)

en donde, de la misma manera, el renglén n-ési

: \ , ngién n-ésimo col
cientes del desarrollo del binomio (z + y)* responde alos coef

En general, para cualquier » ¢ N ,
ger P , el desarrollo de (z + y)»

de la siguiente formula llamada Binomio de Newton. (7 43" 10 obtenemos

Teorema 49 (Del Binomio de Newton

sea n en N. Entonces ) Sean z y y dos nimeros y

(z+y)" = i (?) iy

i=0
Teorema 50 Sea n en N. Entonces

#-%()

i=0

7.3. COMBINATORIA ’ 149

7.3.3. Principio de Casillas

Principio 3 (De Casillas) Si tenemos n casillas, y en ellas se colocan
n + 1 objetos, entonces existe al menos una casilla donde colocamos mas de
un objeto.

Principio 4 (De Casillas, primera version) Sia + 1 objetos se de-
ben acomodar en n casillas, entonces en alguna casilla quedaran al menos
dos objetos.

Principio 5 (De Casillas, segunda version) Sink-+1objetos se de-
ben acomodar en n casillas, enfonces en alguna casilla quedaran mas de k
objetos.

Principio 6 (De Casillas, tercera version)

_ = Sim objetos se deben acomadar en n casillas, entonces en alguna casi-
lla deberan quedar al menos [Tl objetos.
n

= Si m objetos se deben acomodar en n casillas, entonces en alguna casi-
. m .
lla deberan quedar al menos l~J objetos.
n

Aqui [z] es igual al menor entero que es mayor 0 igual a z, y |z] es igual
al mayor entero menor o igual a z. Notemos que si m = nk + 1, se tiene que

ERE R

y entonces la tercera version del principio generaliza a la segunda version.

Principio 7 (De Casillas, version con promedios)

x Siay,az,...,a, SON NUMeEros positivos y a es el promedio de ellos, en-
tonces hay una; cona; < a

s Siay,a,...,a, SON nimeros positivos y a es el promedio de ellos, en-
fonces hay una; cona; 2 a

En efecto, si para todo nimero a; se cumple que a; > a, entonces el pro-
medio de los a; €s mayor que a. Notemos que no se sefialé a cual promedio
nos referimos de entre los siguientes

Promedio Aritmético: atapt---+aa

Promedio Geométrico: /a; -az--an,

n

Promedio Armonico: i i

1
b4 —
a a2 an

ya que los tres funcionan en esta version.
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